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TEORIA DEL MUESTREO

Uno de los propositos de la estadistica inferencial es estimar las caracteristicas
poblacionales desconocidas, examinando la informacion obtenida de una
muestra, de una poblacion. El punto de interés es la muestra, la cual debe ser
representativa de la poblacién objeto de estudio.

Se seguiran ciertos procedimientos de seleccion para asegurar de que las
muestras reflejen observaciones a la poblacion de la que proceden, ya que solo
se pueden hacer observaciones probabilisticas sobre una poblacion cuando se
usan muestras representativas de la misma.

Una poblacién esta formada por la totalidad de las observaciones en las cuales
se tiene cierto observa.

Una muestra es un subconjunto de observaciones seleccionadas de una
poblacion.

Muestras Aleatorias

Cuando nos interesa estudiar las caracteristicas de poblaciones grandes, se
utilizan muestras por muchas razones; una enumeracion completa de la
poblacién, llamada censo, puede ser econdmicamente imposible, 0 no se cuenta
con el tiempo suficiente.

A continuacion se vera algunos usos del muestreo en diversos campos:

1. Politica. Las muestras de las opiniones de los votantes se usan para que los
candidatos midan la opinién publica y el apoyo en las elecciones.

2. Educacion. Las muestras de las calificaciones de los exadmenes de
estudiantes se usan para determinar la eficiencia de una técnica o programa
de ensefianza.

3. Industria. Muestras de los productos de una linea de ensamble sirve para
controlar la calidad.

4. Medicina. Muestras de medidas de azucar en la sangre de pacientes
diabéticos prueban la eficacia de una técnica o de un farmaco nuevo.

5. Agricultura. Las muestras del maiz cosechado en una parcela proyectan en
la produccion los efectos de un fertilizante nuevo.

6. Gobierno. Una muestra de opiniones de los votantes se usaria para
determinar los criterios del publico sobre cuestiones relacionadas con el
bienestar y la seguridad nacional.

Errores en el Muestreo

Cuando se utilizan valores muestrales, o estadisticos para estimar valores
poblacionales, o parametros, pueden ocurrir dos tipos generales de errores: el

error muestral y el error no muestral.



El error muestral se refiere a la variacion natural existente entre muestras
tomadas de la misma poblacion.

Cuando una muestra no es una copias exacta de la poblacion; aun si se ha
tenido gran cuidado para asegurar que dos muestras del mismo tamafio sean
representativas de una cierta poblacion, no esperariamos que las dos sean
idénticas en todos sus detalles. El error muestral es un concepto importante que
ayudard a entender mejor la naturaleza de la estadistica inferencial.

Los errores que surgen al tomar las muestras no pueden clasificarse como
errores muestrales y se denominan errores no muestrales.

El sesgo de las muestras es un tipo de error no muestral. El sesgo muestral se
refiere a una tendencia sistematica inherente a un método de muestreo que da
estimaciones de un parametro que son, en promedio, menores (sesgo negativo),
0 mayores (sesgo positivo) que el parametro real.

El sesgo muestral puede suprimirse, o minimizarse, usando la aleatorizacion.

La aleatorizacion se refiere a cualquier proceso de seleccion de una muestra de
la poblacién en el que la seleccién es imparcial 0 no esta sesgada; una muestra
elegida con procedimientos aleatorios se llama muestra aleatoria.

Los tipos mas comunes de técnicas de muestreo aleatorios son el muestreo
aleatorio simple, el muestreo estratificado, el muestreo por conglomerados y el
muestreo sistematico.

Si una muestra aleatoria se elige de tal forma que todos los elementos de la
poblacién tengan la misma probabilidad de ser seleccionados, la llamamos
muestra aleatoria simple.

Ejemplo 1.1

Suponga que nos interesa elegir una muestra aleatoria de 5 estudiantes en un
grupo de estadistica de 20 alumnos. 20Cs da el numero total de formas de elegir
una muestra no ordenada y este resultado es 15,504 maneras diferentes de
tomar la muestra. Si listamos las 15,504 en trozos separados de papel, una
tarea tremenda, luego los colocamos en un recipiente y después los revolvemos,
entonces podremos tener una muestra aleatoria de 5 si seleccionamos un trozo
de papel con cinco nombres. Un procedimiento mas simple para elegir una
muestra aleatoria seria escribir cada uno de los 20 nombres en pedazos
separados de papel, colocarlos en un recipiente, revolverlos y después extraer
cinco papeles al mismo tiempo.

Otro método parea obtener una muestra aleatoria de 5 estudiantes en un grupo
de 20 utiliza una tabla de nimeros aleatorios. Se puede construir la tabla usando
una calculadora o una computadora. También se puede prescindir de estas y



hacer la tabla escribiendo diez digitos del 0 al 9 en tiras de papel, las colocamos
en un recipiente y los revolvemos, de ahi, la primera tira seleccionada determina
el primer nimero de la tabla, se regresa al recipiente y después de revolver otra
vez se selecciona la seguida tira que determina el segundo numero de la tabla;
el proceso continla hasta obtener una tabla de digitos aleatorios con tantos
nameros como se desee.

Hay muchas situaciones en las cuales el muestreo aleatorio simple es poco
practico, imposible o no deseado; aunque seria deseable usar muestras
aleatorias simples para las encuestas nacionales de opinién sobre productos o
sobre elecciones presidenciales, seria muy costoso o tardado.

El muestreo estratificado requiere de separar a la poblacién segun grupos que
no se traslapen llamados estratos, y de elegir después una muestra aleatoria
simple en cada estrato. La informacién de las muestras aleatorias simples de
cada estrato constituiria entonces una muestra global.

Ejemplo 1.2

Suponga que nos interesa obtener una muestra de las opiniones de los
profesores de una gran universidad. Puede ser dificil obtener una muestra con
todos los profesores, asi que supongamos que elegimos una muestra aleatoria
de cada colegio, o departamento académico; los estratos vendrian a ser los
colegios, o departamentos académicos.

El muestreo por conglomerados requiere de elegir una muestra aleatoria
simple de unidades heterogéneas entre si de la poblacién Illamadas
conglomerados. Cada elemento de la poblacién pertenece exactamente a un
conglomerado, y los elementos dentro de cada conglomerado son usualmente
heterogéneos o disimiles.

Ejemplo 1.3

Suponga que una compafia de servicio de television por cable esta pensando
en abrir una sucursal en una ciudad grande; la compafiia planea realizar un
estudio para determinar el porcentaje de familias que utilizarian sus servicios,
COmMo No es practico preguntar en cada casa, la empresa decide seleccionar una
parte de la ciudad al azar, la cual forma un conglomerado.

En el muestreo por conglomerados, éstos se forman para representar, tan
fielmente como sea posible, a toda la poblacién; entonces se usa una muestra
aleatoria simple de conglomerados para estudiarla. Los estudios de instituciones
sociales como iglesias, hospitales, escuelas y prisiones se realizan,
generalmente, con base en el muestreo por conglomerados.



El muestreo sistematico es una técnica de muestreo que requiere de una
seleccion aleatoria inicial de observaciones seguida de otra seleccion de
observaciones obtenida usando algun sistema o regla.

Ejemplo 1.4

Para obtener una muestra de suscriptores telefénicos en una ciudad grande,
puede obtenerse primero una muestra aleatoria de los niumeros de las paginas
del directorio telefénico; al elegir el vigésimo nombre de cada pagina
obtendriamos un muestreo sistematico, también podemos escoger un nombre
de la primera pégina del directorio y después seleccionar cada nombre del lugar
namero cien a partir del ya seleccionado. Por ejemplo, podriamos seleccionar un
numero al azar entre los primeros 100; supongamos que el elegido es el 40,
entonces seleccionamos los nombres del directorio que corresponden a los
nameros 40, 140, 240, 340 y asi sucesivamente.

Error Muestral

Cualquier medida conlleva algun error. Si se usa la media para medir, estimar, la
media poblacional m entonces la media muestral, como medida, conlleva algun
error. Por ejemplo, supongamos que se ha obtenido una muestra aleatoria de
tamafio 25 de una poblacién con media m= 15: si la media de la muestra es
x=12, entonces a la diferencia observada x-m = -3 se le denomina el error
muestral. Una media muestral x puede pensarse como la suma de dos
cantidades, la media poblacional m y el error muestral; si e denota el error
muestral, entonces:

X=m+e

Ejemplo 1.5

Se toman muestras de tamafio 2 de una poblacion consistente en tres valores, 2,
4 y 6, para simular una poblacion “grande” de manera que el muestreo pueda
realizarse un gran numero de veces, supondremos que éste se hace con
reemplazo, es decir, el nimero elegido se reemplaza antes de seleccionar el
siguiente, ademas, se seleccionan muestras ordenadas. En una muestra
ordenada, el orden en que se seleccionan las observaciones es importante, por
tanto, la muestra ordenada (2,4) es distinta de la muestra ordenada (4,2). En la
muestra (4,2), se selecciond primero 4 y después 2. La siguiente tabla contiene
una lista de todas las muestras ordenadas de tamafio 2 que es posible
seleccionar con reemplazo y también contiene las medioas muestrales y los
correspondientes errores muestrales. La media poblacional es igual a
m= (2+4+6)/3 = 4. Ver la tabla en la siguiente pagina.

Notese las interesantes relaciones siguientes contenidas en la tabla:



La media de la coleccién de medias muestrales es 4, la media de la poblacion de
la que se extraen las muestras. Si nx denota la media de todas las medias
muestrales entonces tenemos:

nx = (3+4+3+4+5+5+2+4+6)/9 = 4

La suma de los errores muestrales es cero.
ejtey+tes+...+eg=(-2)+(-1)+0+(-1)+0+1+0+1+2=0

Muestras ordenadas X Error muestral e = x - m
(2,2) 2 2—-4=-
(2,4) 3 3-4=-
(2,6) 4 4-4=0
4,2) 3 3-4=-1
(4,4) 4 4-4=0
(4,6) 5 5-4=1
(6,2) 4 4-4=0
(6,4) 5 5-4=1
(6,6) 6 6-4=2

En consecuencia, si X se usa para medir, estimar, la media poblacional m el
promedio de todos los errores muestrales es cero.

Distribuciones Muestrales

Las muestras aleatorias obtenidas de una poblacidén son, por naturaleza propia,
impredecibles. No se esperaria que dos muestras aleatorias del mismo tamafio y
tomadas de la misma poblacién tenga la misma media muestral o que sean
completamente parecidas; puede esperarse que cualquier estadistico, como la
media muestral, calculado a partir de las medias en una muestra aleatoria,
cambie su valor de una muestra a otra, por ello, se quiere estudiar la distribucién
de todos los valores posibles de un estadistico. Tales distribuciones seran muy
importantes en el estudio de la estadistica inferencial, porque las inferencias
sobre las poblaciones se haran usando estadisticas muestrales. Como el
analisis de las distribuciones asociadas con los estadisticos muestrales,
podremos juzgar la confiabilidad de un estadistico muestral como un instrumento
para hacer inferencias sobre un pardmetro poblacional desconocido.

Como los valores de un estadistico, tal como x, varian de una muestra aleatoria
a otra, se le puede considerar como una variable aleatoria con su
correspondiente distribucion de frecuencias.

La distribucion de frecuencia de un estadistico muestral se denomina
distribucion muestral. En general, la distribucion muestral de un estadistico
es la de todos sus valores posibles calculados a partir de muestras del mismo
tamano.



Suponga que se han seleccionado muestras aleatorias de tamafio 20 en una
poblacion grande. Se calcula la madia muestral x para cada muestra; la
coleccidon de todas estas medias muestrales recibe el nombre de distribucion
muestral de medias, lo que se puede ilustrar en la siguiente figura:

Distribucion muestral de
medias (x)

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

Milestra K

POBLACION

=Y Yo ht

Suponga que se eligen muestras aleatorias de tamafio 20, de una poblacion
grande, y se calcula la deviacién estandar de cada una. La coleccién de todas
estas desviaciones estandar muestrales se llama distribucion muestral de la
desviacion estandar, y lo podemos ver en la siguiente figura:

Distribucién muestral de
desviaciones estandar (s)

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

Miiestra K

POBLACION

000®

Ejemplo 1.6

Se eligen muestras ordenadas de tamafio 2, con reemplazo, de la poblacién de
valores 0, 2, 4y 6. Encuentre:

m la media poblaciona.

s, la desviacién estandar poblacional.

m, la media de la distribucion muestral de medias.

Sy, la desviacion estandar de la distribucion muestral de medias.

Ademas, grafique las frecuencias para la poblacién y para la distribucion
muestral de medias.



Solucién:

a) La media poblacional es:

0+2+4+6
m=———— =
4

3

f

1

02 46

Gréfica de frecuencias parala poblacion

b) La desviacion estandar de la poblacién es:

s :\/(0' 3f +(2-3)"+(4- 3 +(6-3) _, 5o
4

c) A continuacion se listan los elementos de la distribucion muestral de la media
y la correspondiente distribucion de frecuencias.

Muestra x

Distribucién de frecuencias de x

(0,0)
(0.2)
(0.4)
(0,6)
(2,0)
(2,2)
(2,4)
(2,6)
(4,0)
(4.,2)
(4,4)
(4,6)
(6,0)
(6.2)
(6.4)
(6,6)
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Gréfica de frecuencias paralas medias de las muestras




La media de la distribucién muestral de medias es:
_s() . @)+ @)@)+ 2)B)+ ()A)+ (4)BE)+ 6)2)+ (6))_ 48 _ ,
Sf 16

3

X

d) La desviacion estandar de la distribucién muestral de medias es:

o = |S&-m)f
i Sf
s = J(o- 3f1+(1- 3)°2+(2- 3/3+(3- 3)°4+(4- 3/°3+(5- 3)*2+(6- 31 _ 158
) 16 o
De aqui que podamos deducir que: s , = S _223% =1.58
Jnooo2

Como para cualquier variable aleatoria, la dsitribucion muestral de medias tiene
una media o valor esperado, una varianza y una desviacion estandar, se puede
demostrar que la distribucion muestral de medias tiene una media igual a la
media poblacional. Esto es:
m, =E(X)=m=3
Distribuciones muestrales

Después de haber realizado el ejercicio anterior se puede ver que una
distribucion muestral se genera extrayendo todas las posibles muestras del
mismo tamafio de la poblacién y calculandoles a éstas su estadistico.

Si la poblacién de la que se extraen las muestras es normal, la distribucién
muestral de medias sera normal sin importar el tamafio de la muestra.

NN

Distribucion muestral de medias
generada con muestras de

Si la poblacion de donde se extraen las muestras no es normal, entonces el
tamafio de la muestra debe ser mayor o igual a 30, para que la distribucion
muestral tenga una forma acampanada. Mientras mayor sea el tamafo de la
muestra, mas cerca estara la distribucion muestral de ser normal.

Para muchos propdésitos, la aproximacion normal se considera buena si se
cumple n=30. La forma de la disitribucion muestral de medias sea
aproximadamente normal, alin en casos donde la poblacion original es bimodal,

es realmente notable. /\

Poblacién Exponencial Distribucion muestral de medias
generada con muestras de tamafio




Teorema del limite central

Si se seleccionan muestras aleatorias de n observaciones de una poblacion con
media my desviacion estandar s, entonces, cuando n es grande, la distribucién

muestral de medias tendra aproximadamente una distribucién normal con una
media igual amy una desviacion estandar de S//— . La aproximacion seré cada
n

vez mas exacta a medida de que n sea cada vez mayor.

g

Ejemplo

Para la dsitribucién muestral de medias del ejercicio pasado, encuentre:
a) El error muestral de cada media

b) La media de los errores muestrales

c) La desviacion estandar de los errores muestrales.

Solucion:

a) En la tabla siguiente se ven las muestras, las medias de las muestras y los
errores muestrales:

Muestra x Error muestral, e=x-m

(0,0) 0 0-3=-3
(0,2) 1 1-3=-2
(0,4) 2 2-3=-1
(0,6) 3 3-3=0
(2,0) 1 1-3=-2
(2,2) 2 2-3=-1
(2,4) 3 3-3=0
(2,6) 4 4-3=1
(4,0) 2 2-3=-1
(4,2) 3 3-3=0
(4,4) 4 4-3=1
(4,6) 5 5-3=2
(6,0) 3 3-3=0
(6,2) 4 4-3=1
(6,4) 5 5-3=2
(6,6) 6 6-3=3
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b) La media de los errores muestrales es m, es:
=3+ 2)+(1)+0+.. +2+3
e 16 -
c) La desviacion estandar de la distribucion de los errores muestrales se, es

entonces.:
.o Js(e- mff|_ J(- 3- 02+(- 2- OP2+(- 1- 0P3+(0- OP4+(1- OP3+(2- OF2+(3- 0L
© N 16

0

=15€

La desviacion estandar de la distribucion muestral de un estadistico se conoce
como error estandar del estadistico. Para el ejercicio anterior el error estandar
de la media denotado por sx, es 1.58. Con esto se puede demostrar que si de
una poblacién se eligen muestras de tamafio n con reemplazo, entonces el
error estandar de la media es igual a la desviacidn estandar de la distribucion de
los errores muestrales.

En general setiene: s, =s,

Cuando las muestras se toman de una poblacion pequefia y sin reemplazo, se
puede usar la formula siguiente para encontrar Sy .
S |N-n
*TmUN-1
donde s es la desviacion estandar de la poblacion de donde se toman las

muestras, n es el tamafo de la muestray N el de la poblacion.

Como rfegla de célculo, si el muestreo se hace sin reemplazo y el tamafio de la
poblacion es al menos 20 veces el tamafio de la muestra (N3 20), entonces se

puede usar la formula.

S

El factor se denominafactor de correccion para una poblacion finita.

Ejempilo:
Suponga que la tabla siguiente muestra la antiguedad en afios en el trabajo de
tres maestros universitarios de matematicas:

Maestro de matematicas Antiguedad
A 6
B 4
C 2

Suponga ademas que se seleccionan muestras aleatorias de tamafio 2 sin
reemplazo. Calcule la antigiedad media para cada muestra, la media de la
distribucion muestral y el error estandar, o la desviacion estandar de la
distribucion muestral.

Solucién:
Se pueden tener 3C, =3 muestras posibles. La tabla lista todas las muestras

posibles de tamafio 2, con sus respectivas medias muestrales.
Muestras Antiguedad Media Muestral

A,B (6,4) 5

1



AC (62 4
B.C (42 3
La media poblacional es:

m=2+4+6:4
3
La media de la distribucion muestral es:
5+4+3
=— =4
3

La desviacién estandar de la poblacién es:
2 2 2
s = \/(6- 4Y +(4- 4 +(2-4) _ | o
3
El error estandar o la desviacion estandar de la distribucidon muestral es:
_ P _ P _ 2
RN 0 Y ) i ) i
Si utilizamos la férmula del error estandar sin el factor de correcidon tendriamos
que:

S.=—="~—==1.152

NN
Por lo que observamos que este valor no es el verdadero. Agregando el factor
de correccion obtendremos el valor correcto:

_ S N-n_163 [3-2
T mAN-1 T 2 V3-1
El diagrama de flujo resume las decisiones que deben tomarse cuando se
calcula el valor del error estandar:

S = 0.816

Comienzo

¢Esla poblacion
infinita? s.="5_
X Jﬁ
A
Semuestrea S q
con sustitucion?
Si
P

Z
=}

ok
P
=




Distribucién Muestral de Medias

Si recordamos a la distribucion normal, esta es una distribucion continua, en
forma de campana en donde la media, la mediana y la moda tienen un mismo
valor y es simétrica.
Con esta distribucion podiamos calcular la probabilidad de algun evento
relacionado con la variable aleatoria, mediante la siguiente férmula:

X-n

S

En donde z es una variable estandarizada con media igual a cero y varianza
igual a uno. Con esta férmula se pueden a hacer los calculos de probabilidad
para cualquier ejercicio, utilizando la tabla de la distribucion z.

Z=

Sabemos que cuando se extraen muestras de tamafio mayor a 30 o bien de
cualquier tamafio de una poblacion normal, la distribucion muestral de medias
tiene un comportamiento aproximadamente normal, por lo que se puede utilizar
la formula de la distribucion normal con m=m y s =s,, entonces la formula

para calcular la probabilidad del comportamiento del estadistico, en este caso la
media de la muestra , quedaria de la siguiente manera:
X-m

YA

y para poblaciones finitas y muestro con reemplazo:
X-n

S N-n
/Jﬁ N-1
Ejemplo:

Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracién que se distribuye
aproximadamente en forma normal, con media de 800 horas y desviacion
estandar de 40 horas. Encuentre la probabilidad de que una muestra aleatoria
de 16 focos tenga una vida promedio de menos de 775 horas.

Solucion:

7=

Z=

_ 775- 800 _

0.0062 J16

Este valor se busca en la tabla de z
P(x £ 775) = P(z £ - 2.5) = 0.0062

775 800
La interpretacion seria que la probabilidad de que la media de la muestra de 16
focos sea menor a 775 horas es de 0.0062.

Ejemplo:
Las estaturas de 1000 estudiantes estan distribuidas aproximadamente en forma
normal con una media de 174.5 centimetros y una desviacion estandar de 6.9
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centimetros. Si se extraen 200 muestras aleatorias de tamafio 25 sin reemplazo

de esta poblacion, determine:

a) El niumero de las medias muestrales que caen entre 1725 y 175.8
centimetros.

b) El nimero de medias muestrales que caen por debajo de 172 centimetros.

Solucion:

Como se puede observar en este ejercicio se cuenta con una poblacion finita y
un muestreo sin reemplazo, por lo que se tendrd que agregar el factor de
correccion. Se procedera a calcular el denominador de Z para so6lo sustituirlo en

cada inciso.
N -
/ N _e. / 1000- 25 —136
JnV'N J25\71000- 1
a)
X- 0.7607
7= X- 1725 1745__147
s N-n 1.36
//ﬁ YN-1
175.8- 1745 1725 1745 1758
=== Y- 0.9
1.36
p(172.5 £ X £175.8) = 0.7607 (0.7607)(200)=152 medias muestrales
by 7=172-1745_ ) o
1.36 0.0336

p(X £ 172) = 0.00336

(0.0336)(200)= 7 medias muestrales

172 174.5

Distribucion muestral de Proporciones

Existen ocasiones en las cuales no estamos interesados en la media de la
muestra, sino que queremos investigar la proporcién de articulos defectuosos o
la proporcién de alumnos reprobados en la muestra. La distribucion muestral de
proporciones es la adecuada para dar respuesta a estas situaciones. Esta
distribucién se genera de igual manera que la distribucion muestral de medias, a
excepcion de que al extraer las muestras de la poblacion se calcula el
estadistico proporcion (p=x/n en donde “X” es el numero de éxitos u
observaciones de interés y “n” el tamafio de la muestra) en lugar del estadisitico
media.
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P1
P2
P3

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

Miiestra K

Distribuciéon muestral de Proporciones

POBLACION

Una poblacion binomial estd estrechamente relacionada con la
distribucién muestral de proporciones; una poblacion binomial es una coleccion
de éxitos y fracasos, mientras que una distribucion muestral de proporciones
contiene las posibilidades o proporciones de todos los nameros posibles de
éxitos en un experimento binomial, y como consecuencia de esta relacion, las
afirmaciones probabilisticas referentes a la proporcion muestral pueden
evaluarse usando la aproximacion normal a la binomial, siempre que np35 y
n(1-p)® 5. Cualquier evento se puede convertir en una proporcion si se divide el
nuamero obtenido entre el nimero de intentos.

Generacion de la Distribucién Muestral de Proporciones

Suponga que se cuenta con un lote de 12 piezas, el cual tiene 4 articulos
defectuosos. Se van a seleccionar 5 articulos al azar de ese lote sin reemplazo.
Genere la distribucion muestral de proporciones para el nimero de piezas
defectuosas.

Como se puede observar en este ejercicio la Proporciéon de articulos
defectuosos de esta poblacion es 4/12=1/3. Por lo que podemos decir que el
33% de las piezas de este lote estan defectuosas.

El nimero posible de muestras de tamafio 5 a extraer de una poblacion de 12
elementos es 12Cs=792, las cuales se pueden desglosar de la siguiente manera:

. Proporcién de | Nimero de maneras
Articulos . .
B Articulos Malos articulos en las que se puede
uenos
defectuoso obtener la muestra
1 4 4/5=0.8 8C1*4C4:8
2 3 3/5=0.6 gC*,C3=112
3 2 2/5=0.4 gC3*,C,=336
4 1 1/5=0.2 gC4*,C1=280
5 0 0/5=0 8C5*4C0=56
Total 792
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Para calcular la media de la distribucién muestral de proporciones se tendria que
hacer la sumatoria de la frecuencia por el valor de la proporciébn muestral y
dividirla entre el nimero total de muestras. Esto es:
(0.8* 8)+(0.6*112) +(0.4* 336)+ (0.2* 280) + (0*56) _ 1 _ 0.3333

792 3
Como podemos observar la media de la distribucion muestral de proporciones es
igual a la Proporcién de la poblacion.

m =P

También se puede calcular la desviacion estandar de la distribuciéon muestral de
proporciones:
< = \/(0.8- 1/3°*8+(06- 1/3f *112+(04- 1/3f *336+(0.2- 1/3”*280+(0- 1/3/ *56

P 792
La varianza de la distribucion binomial es s?= npq, por lo que la varianza de la
distribucién muestral de proporciones es 52p =(Pqg)/n. Si se sustituten los valores
en esta formula tenemos que:

/(1/3512/3i o
S,= — =0.2108 , este valor no coincide con el de 0.1681, ya que nos

falta agregar el factor de correccion para una poblacién finita y un muestreo sin

=0168:

reemplazo:
. _J(1/3)(2/3)J12- 5 _ 01681
P 5 12-1
s = Pqg [N-n
P \/ n '\/ N-1
A
30(
204
10d ‘
| l
0 02 04 06 08 p

Grafica de frecuencias para las propor ciones de las muestras

La férmula que se utilizara para el célculo de probabilidad en una distribucién
muestral de proporciones esta basada en la aproximacion de la distribucién
normal a la binomial . Esta férmula nos servira para calcular la probabilidad del
comportamiento de la proporcion en la muestra.

-

z=P

g

16



N-n

A esta formula se le puede agregar el factor de correccion de si se cumple con

las condiciones necesarias.

Ejemplo:

Se ha determinado que 60% de los estudiantes de una universidad grande
fuman cigarrillos. Se toma una muestra aleatoria de 800 estudiantes. Calcule la
probabilidad de que la proporcion de la muestra de la gente que fuma cigarrillos
sea menor que 0.55.

Solucion:

Este ejercicio se puede solucionar por dos métodos. El primero puede ser con la
aproximacion de la distribucion normal a la binomial y el segundo utilizando la
férmula de la distribucién muestral de proporciones.

Aproximacion de la distribucidén normal a la binomial:

Datos:

n=800 estudiantes 0.0017
p=0.60

x= (.55)(800) = 440 estudiantes

p(x<440) = ? ‘

Media= np= (800)(0.60)= 480
440 480
440-0.5=439.5

:

_X-Nnp _ 439.5- 480 _
Jnpg  4/800(0.60)(0.40)

p(x<440) = 0.0017. Este valor significa que existe una probabilidad del 0.17% de
que al extraer una muestra de 800 estudiantes, menos de 440 fuman cigarrillos.

Distribucién Muestral de Proporciones

Datos: 0.0017
n=800 estudiantes '
P=0.60
p=0.55
p(p<0.55) =? ‘
055 0.60
0.55-(0.5/800)=0.549375
- P _ 0.549375- 0.60 . .
z2=P = =-2.92 Observe que este valor es igual al obtenido

Pq (0.60)(0.40)

n 800

en el método de la aproximacion de la distribucion normal a la binomial, por lo
gue si lo buscamos en la tabla de “z” nos da la misma probabilidad de 0.0017.
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También se debe de tomar en cuenta que el factor de correcciéon de 0.5 se esta
dividiendo entre el tamafio de la muestra, ya que estamos hablando de una
proporcion.

La interpretaciéon en esta solucion, estaria enfocada a la proporcion de la
muestra, por lo que diriamos que la probabilidad de que al extraer una
muestra de 800 estudiantes de esa universidad, la proporcién de
estudiantes que fuman cigarrillos sea menor al 55% es del 0.17%.

Ejemplo:

Un medicamento para malestar estomacal tiene la advertencia de que algunos
usuarios pueden presentar una reaccion adversa a él, mas aun, se piensa que
alrededor del 3% de los usuarios tienen tal reaccién. Si una muestra aleatoria de
150 personas con malestar estomacal usa el medicamento, encuentre la
probabilidad de que la proporcién de la muestra de los usuarios que realmente
presentan una reaccion adversa, exceda el 4%.

a) Resolverlo mediante la aproximacion de la normal a la binomial

b) Resolverlo con la distribucién muestral de proporciones

a) Aproximacion de la distribucion normal a la binomial:

Datos:
n=150 personas 0.1685
p=0.03
x=(0.04)(150) = 6 personas
p(x>6) = ?
Media = np= (150)(0.03)= 4.5

_Xx-np_  65-45 45 6 \4
zZ= = =0.96

Jpg  /150{0.03)(0.97) 6+0.5=6.5

p(x>6) = 0.1685. Este valor significa que existe una probabilidad del 17% de que
al extraer una muestra de 150 personas, mas de 6 presentaran una reaccion
adversa.

b) Distribucion Muestral de Proporciones

0.1685
Datos:
n=150 personas
P=0.03
p=0.04
="
P(p>0.04) =" 003 004 \

0.04+(0.5/150)=0.0433
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_b- P _0.0433- 0.03

f /iOOBROQ?j

mterpretamon es: eX|ste una probabilidad del 17% de que al tomar una muestra
de 150 personas se tenga una proporcion mayor de 0.04 presentando una
reaccion adversa.

=0.96 Observe que este valor es igual al obtenido y la

Ejemplo:

Se sabe que la verdadera proporcion de los componentes defectuosos
fabricadas por una firma es de 4%, y encuentre la probabilidad de que una
muestra aleatoria de tamafio 60 tenga:

a) Menos del 3% de los componentes defectuosos.

b) Mas del 1% pero menos del 5% de partes defectuosas.

Solucion:

a) Datos: 0.2327
n= 60 articulos
P=0.04
p=0.03

=7
P(p<0.03) = / 003 004

0.03-(0.5/60)= 0.0216

_ p- P_ 0.0216- 0.04 _

e

articulos exista una proporcion menor de 0.03 articulos defectuosos es de
0.2327.

-0.73 La probabilidad de que en una muestra de 60

0.3290
b) Datos:
n= 60 articulos
P=0.04
p=0.01y 0.05
p(0.01<p<0.05) =7 . |
o0l 0.04 /0.05
0.01+(0.5/60)= 0.0183 0.05-(0.5/60)= 0.0416
;= p- P _ 0.0183- 0.04 - 086 ;=P P 0.0416- 0.04 ~0.06

Pq  [(0.04)09%6 ﬂ (0.04)0.96) 04§Zo %)
n 60 n
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Distribucion Muestral de Diferencia de Medias

Suponga que se tienen dos poblaciones distintas, la primera con media m y
desviacidn estandar si, y la segunda con media m y desviacion estandar s, Mas
aun, se elige una muestra aleatoria de tamafio m de la primera poblacion y una
muestra independiente aleatoria de tamafo n, de la segunda poblacion; se
calcula la media muestral para cada muestra y la diferencia entre dichas medias.
La coleccion de todas esas diferencias se llama distribucién muestral de las
diferencias entre medias o la distribucién muestral del estadistico X, - X,.

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

Miiestra K

Distribucion muestral de
Diferencia de Medias

POBLACION 1

POBLACION 2

La distribucion es aproximadamente normal para n;i330 y nx»330. Si las
poblaciones son normales, entonces la distribucibn muestral de medias es
normal sin importar los tamafos de las muestras.

En ejercicios anteriores se habia demostrado que m=m,y que S'FS/JE’ por lo

2 2
S S
gue no es dificil deducir que |M, - M, =M - M|y quUE|S 3.5 = Tl +n—2 .
2
La formula que se utilizara para el calculo de probabilidad del estadistico de
diferencia de medias es:

z

_(%-%,)- (m-m,)

Ejemplo:

En un estudio para comparar los pesos promedio de nifios y nifias de sexto
grado en una escuela primaria se usard una muestra aleatoria de 20 nifios y otra
de 25 nifias. Se sabe que tanto para nifios como para nifias los pesos siguen
una distribucion normal. El promedio de los pesos de todos los nifios de sexto
grado de esa escuela es de 100 libras y su desviacion estandar es de 14.142,
mientras que el promedio de los pesos de todas las nifias del sexto grado de esa



escuela es de 85 libras y su desviacion estandar es de 12.247 libras. Si X,
representa el promedio de los pesos de 20 nifios y X,es el promedio de los
pesos de una muestra de 25 nifias, encuentre la probabilidad de que el promedio

de los pesos de los 20 nifios sea al menos 20 libras mas grande que el de las 25
ninas.

Solucién:

Datos:
m = 100 libras 0.1056

m = 85 libras
S1=14.142 libras
S, =12.247 libras
n; = 20 nifios
ne = 25 niflas

p()—(l_ )_(ZFQO):? Z:()_(l- )_(2)' (m- ITIZ): 20- (100' 85) =1.25
s’ .8, J (14.1427 | (12.247)
n n, 20 25

Por lo tanto, la probabilidad de que el promedio de los pesos de la muestra de
nifios sea al menos 20 libras més grande que el de la muestra de las nifias es
0.1056.

Ejempilo:

Uno de los principales fabricantes de televisores compra los tubos de rayos
catédicos a dos compainiias. Los tubos de la compairiia A tienen una vida media
de 7.2 afios con una desviacion estandar de 0.8 afios, mientras que los de la B
tienen una vida media de 6.7 afios con una desviacion estandar de 0.7.
Determine la probabilidad de que una muestra aleatoria de 34 tubos de la
compafiia A tenga una vida promedio de al menos un afio mas que la de una
muestra aleatoria de 40 tubos de la compafiia B.

Solucioén:
Datos:

m = 7.2 afios
m; = 6.7 afnos
sa=0.8 aflos
sg=0.7 afos
na = 34 tubos

0.0023

ng = 40 tubos
p()‘( -)_(r”ﬂ_):’) Z:()_(A')_(B)' (mA'mB)_ 1- (72-67 284
AT "B = - = > _
Sa ,Ss \/(0.8) ,(07)
Ny Ng 34 40
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Ejemplo:

Se prueba el rendimiento en km/L de 2 tipos de gasolina, encontrandose una

desviacion estandar de 1.23km/L para la primera gasolina y una desviacion

estandar de 1.37km/L para la segunda gasolina; se prueba la primera gasolina

en 35 autos y la segunda en 42 autos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la primera gasolina de un rendimiento
promedio mayor de 0.45km/L que la segunda gasolina?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la diferencia en rendimientos promedio se
encuentre entre 0.65 y 0.83km/L a favor de la gasolina 17.

Solucion:
En este ejercicio no se cuenta con los parametros de las medias en ninguna de
las dos poblaciones, por lo que se supondran que son iguales.

Datos: 0.0642
s1=1.23 Km/Lto
S, =1.37 Km/Lto

n; = 35 autos —

n, = 42 autos m-m=0 X, - X, =045
a) p(X, - X,/0.45) = ? %) m-m)_  od-0
s’ .5, \/(1.23)2 , (37)
n n, 35 42
b) p(0.65£ X, - %, £0.83)="?
:()_(l-)_(Z)- (nl- n‘k): 065_0 :219
si’,s) J (L23) | (37)
n n, 35 42
,oFi-%)-(m-m)_ 083-0 _,
s’ .8, J (L23f , @37y
n n 35 42
0.0117

m-m=0 0.65 0.83

La probabilidad de que la diferencia en rendimientos promedio en las muestras
se encuentre entre 0.65 y 0.83 Km/Lto a favor de la gasolina 1 es de 0.0117.



Distribucion Muestral de Diferencia de Proporciones

Muchas aplicaciones involucran poblaciones de datos cualitativos que deben
compararse utilizando proporciones o0 porcentajes. A continuacion se citan
algunos ejemplos:
- Educacion.- ¢Es mayor la proporcion de los estudiantes que aprueban
matematicas que las de los que aprueban inglés?
Medicina.- ¢Es menor el porcentaje de los usuarios del medicamento A que
presentan una reaccion adversa que el de los usuarios del farmaco B que
también presentan una reaccion de ese tipo?
Administracién.- ¢ Hay diferencia entre los porcentajes de hombres y mujeres
en posiciones gerenciales.
Ingenieria.- ¢Existe diferencia entre la proporcion de articulos defectuosos
gue genera la maquina A a los que genera la maquina B?

Cuando el muestreo procede de dos poblaciones binomiales y se trabaja con

dos proporciones muestrales, la distribucion muestral de diferencia de

proporciones es aproximadamente normal para tamafios de muestra grande
(mp135, MmQg35,mp225 y mg225). Entonces p1 y p2 tienen distribuciones

muestrales aproximadamente normales, asi que su diferencia pi;-p2 también
tiene una distribucién muestral aproximadamente normal.

P1k-P2k
Distribucion muestral de

POBLACION 1 Diferencia de Proporciones

P11-P21
P12-P22
P13-P23

Muestra 1

Muestra 2
Muestra 2

Muestra 3

Muestra 3
Miestra K

Miiestra K

POBLACION 2

Cuando se estudid a la distribucion muestral de proporciones se comprobo que

Pq oy .
P=my que s p:J%, por lo que no es dificil deducir que (m,, - m,, =F - B,|y

La formula que se utilizara para el calculo de probabilidad del estadistico de
diferencia de proporciones es:



,=(P-p.)-(R-P)
PG, Po,
\ nl n2

Ejemplo:

Los hombres y mujeres adultos radicados en una ciudad grande del norte
difieren en sus opiniones sobre la promulgacion de la pena de muerte para
personas culpables de asesinato. Se cree que el 12% de los hombres adultos
estan a favor de la pena de muerte, mientras que sélo 10% de las mujeres
adultas lo estan. Si se pregunta a dos muestras aleatorias de 100 hombres y 100
mujeres su opinidn sobre la promulgacion de la pena de muerte, determine la
probabilidad de que el porcentaje de hombres a favor sea al menos 3% mayor
que el de las mujeres.

Solucién:
Datos:

Pyn=0.12
Puw=0.10
ny= 100 —

i = 100 Pu-P=0.02 Pr-py=003

p(pH-pa 0.03) =2 0.03-(0.5/100)=0.025

0.4562

Se recuerda que se esta incluyendo el factor de correccién de 0.5 por ser una
distribucién binomial y se esta utilizando la distribucion normal.

Lz (py - py)- (P, - Py) ___ 0025- (0.12- 0.10) - o1l

Rl , Puly J (0.12)(0.88) , (0.10)(0.90)
0, n, 100 100

Se concluye que la probabilidad de que el porcentaje de hombres a favor de la
pena de muerte, al menos 3% mayor que el de mujeres es de 0.4562.

Ejempilo:

Una encuesta del Boston College consté de 320 trabajadores de Michigan que
fueron despedidos entre 1979 y 1984, encontr6 que 20% habian estado sin
trabajo durante por lo menos dos afios. Supdngase que tuviera que seleccionar
otra muestra aleatoria de 320 trabajadores de entre todos los empleados
despedidos entre 1979 y 1984. ¢ Cual seria la probabilidad de que su porcentaje
muestral de trabajadores sin empleo durante por lo menos dos afos, difiera del
porcentaje obtenido en la encuesta de Boston College, en 5% o mas?

Solucién:

En este ejercicio se cuenta Unicamente con una poblacion, de la cual se estan
extrayendo dos muestras y se quiere saber la probabilidad de la diferencia de los
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porcentajes en esas dos muestras, por lo que se debe de utilizar la distribucién
muestral de proporciones con P1= P,, ya que es una misma poblacién.

Otra de las situaciones con la cual nos topamos es que desconocemos la
proporcién de trabajadores despedidos entre 1979 y 1984 que estuvieron
desempleados por un periodo de por lo menos dos afios, s6lo se conoce la
p1= 0.20 ya que al tomar una muestra de 320 trabajadores se observo esa
proporcion.

En la formula de la distribucion muestral de proporciones para el calculo de
probabilidad se necesita saber las proporciones de las poblaciones, las cuales
en este ejercicio las desconocemos, por lo que se utilizara el valor de 0.20 como
una estimacion puntual de P. En el siguiente tema se abordara el tema de
estimacion estadistica y se comprendera el porque estamos utilizando de esa
manera el dato.

También debe de comprenderse la pregunta que nos hace este problema, ¢ cual
seria la probabilidad de que su porcentaje muestral de trabajadores sin empleo
durante por lo menos dos afios, difiera del porcentaje obtenido en la encuesta
de Boston College, en 5% o mas?, la palabra difiera quiere decir que puede
existir una diferencia a favor de la muestra uno, o a favor de la muestra dos, por
lo que se tendran que calcular dos areas en la distribucion y al final sumarlas.

Datos:

p1=0.20 0.063 0.063
n; = 320 trabajadores
np, = 320 trabajadores

Pi1=P; s
pl-pZ:-O.Og/ P:-P,=0 Jpl-pZ:O.OS
-0.05+(0.5/320)=-0.0484 0.05-(0.5/320)=0.0484
0.0484- 0 _
lq1 PO 2q2 J (0.20)(0.80) , (0.20)(0.80)
320 320
- 0.0484- 0 - 153
1ql . Zqz \/ (0.20)(0.80) , (0.20)(0.80)
320 320

(-0.053 p, - p2 3 0.05) = 0.063 +0.063= 0.1260

La probabilidad de que su proporcion muestral de trabajadores sin empleo
durante por lo menos dos afios, difiera del porcentaje obtenido en la encuesta

de Boston College, en 0.05 o mas es de 0.1260.
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Ejemplo:

Se sabe que 3 de cada 6 productos fabricados por la maquina 1 son defectuosos

y que 2 de cada 5 objetos fabricados por la maquina 2 son defectuosos; se

toman muestras de 120 objetos de cada maquina:

a) ¢cual es la probabilidad de que la proporcién de articulos defectuosos de la
maquina 2 rebase a la maquina 1 en por lo menos 0.10?

b) ¢cudl es la probabilidad de que la proporcidén de articulos defectuosos de la
maquina 1 rebase a la maquina 2 en por lo menos 0.15?

Solucién:
Datos:
P;=3/6=0.5
P,=2/5=0.4

n; = 120 objetos
Ny = 120 ObjetOS P,-P;=-0.10 P2-p1=0.10
a) p(pz-p:30.10) =7 0.10-(0.5/120)=0.0958

0.0011

0.0958 - (- 0.10)

lq1 2q2 \/050 J050), (040)(0.60)
T 120 120

Otra manera de hacer este ejercicio es poner P1-P»:

0.0011

pl'p2:'0.10¢ P,-P,=0.10

-0.10+(0.5/120)=-0.0958

- 0.0958- 0.10 208

lql 2q2 \/050 J050) , (0.40)(0.60)
M 120 120

La probabllldad de gue exista una diferencia de proporciones de articulos
defectuosos de por lo menos 10% a favor de la maquina 2 es de 0.0011.

-Nn-3 ="
b) p(p1-p2®0.15)=" 02357

Py-Po= 0.1(%)1-p220.15
0.15-(0.5/120)=0.1458
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0.1458- 0.10

lql 2q2 \/050 J050) , (0.40)0.60) -
M 120 120

La probabllldad de gue exista una diferencia de proporciones de articulos
defectuosos de por lo menos 15% a favor de la maquina 1 es de 0.2357.

Distribuciéon Muestral de Niumero de Defectos

En el control de calidad y especificamente en los gréaficos de control “c” se aplica
esta distribucién, la cual consiste en que al extraer un articulo contabilicemos el
numero de defectos que tiene ese articulo.
Esta distribucion muestral proviene de la distribucion de Poisson, en la cual le
media es | y que en este caso es el nimero promedio de defectos por unidad.
Como ya es conocido la varianza de la distribucién de Poisson es igual al por lo
gue se puede deducir la formula de la siguiente manera:

_x-1

¥

Para la distribucion muestral de numero de defectos la nomenclatura utilizada
es:

¢ = numero defectos por unidad de inspeccién

C = numero de defectos promedio por unidad de inspeccién

Se debe de recordar que la distribucion de Poisson es una distribucion discreta,
y se esta utilizando la aproximacién de la normal a la Poisson, debiendo aplicar
el factor de correccion de 0.5 segun sea el caso. La formula para la dsitribucion
muestral de nimero de defectos quedaria de la siguiente manera:

c-C

z=—+

e
Ejempilo:
En cierta empresa se fabrican productos con un promedio de 8 defectos por
unidad. Determine la probabilidad de que el proximo producto inspeccionado
tenga un numero de defectos:
a) Mayor oigual a6
b) Exactamente 7
¢) Como maximo 9

0.8106

a)
_c-C_5.5-8:0_88 .

e B ¥ 6 c=8

6-0.5=55

La probabilidad de que el siguiente producto inspeccionado tenga por lo menos
6 defectos es de 0.8106.
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b)

_c-C_65-8_ ., ,-15-80 .,

SN Y - 78

0.1344

o g

7-0.5=6.5 7+0.5=7.5

La probabilidad de que el siguiente producto inspeccionado tenga exactamente 7
defectos es de 0.1344.

c)

RN

_c-C _95-8 _ 0.7019

=0.53
C=8 9
9+0.5=95

La probabilidad de que el siguiente producto inspeccionado tenga a lo mas 9
defectos es de 0.7019.

1.

Problemas propuestos
Se sabe que la resistencia a la ruptura de cierto tipo de cuerda se distribuye
normalmente con media de 2000 libras y una varianza de 25,000 Ibs?. Si se
selecciona una muestra aleatoria de 100 cuerdas; determine la probabilidad
de que en esa muestra:
a) La resistencia media encontrada sea de por lo menos 1958 libras.
b) La resistencia media se mayor de 2080 libras.

Como parte de un proyecto general de mejoramiento de la calidad, un
fabricante textil decide controlar el nUmero de imperfecciones encontradas en
cada pieza de tela. Se estima que el numero promedio de imperfecciones por
cada pieza de tela es de 12, determine la probabilidad de que en la proxima
pieza de tela fabricada se encuentren:

a) Entre 10y 12 imperfecciones.

b) Menos de 9 y méas de 15 imperfecciones.

En una prueba de aptitud la puntuacién media de los estudiantes es de 72
puntos y la desviacion estandar es de 8 puntos. ¢ Cual es la probabilidad de
gue dos grupos de estudiantes, formados de 28 y 36 estudiantes,
respectivamente, difieran en su puntuacion media en:

a) 3 6 mas puntos.
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b) 6 o mas puntos.
c) Entre 2y 5 puntos.

. Un especialista en genética ha detectado que el 26% de los hombres y el
24% de las mujeres de cierta region del pais tiene un leve desorden
sanguineo; si se toman muestras de 150 hombres y 150 mujeres, determine
la probabilidad de que la diferencia muestral de proporciones que tienen ese
leve desorden sanguineo sea de:

a) Menos de 0.035 a favor de los hombres.

b) Entre 0.01y 0.04 a favor de los hombres.

. Una urna contiene 80 bolas de las que 60% son rojas y 40% blancas. De un
total de 50 muestras de 20 bolas cada una, sacadas de la urna con
remplazamiento, ¢ en cuantas cabe esperar

a) Igual numero de bolas rojas y blancas?

b) 12 bolas rojas y 8 blancas?

c) 8 bolasrojasy 12 blancas?

d) 10 6 mas bolas blancas?

. Los pesos de 1500 cojinetes de bolas se distribuyen normalmente con media
de 2.40 onzas y desviacién estandar de 0.048 onzas. Si se extraen 300
muestras de tamafio 36 de esta poblacion, determinar la media esperada y la
desviacion estandar de la distribucion muestral de medias si el muestreo se
hace:

a) Conremplazamiento

b) Sin remplazamiento

. La vida media de una maquina para hacer pasta es de siete afios, con una

desviacion estandar de un afio. Suponga que las vidas de estas maquinas

siguen aproximadamente una distribucion normal, encuentre:

a) La probabilidad de que la vida media de una muestra aleatoria de 9 de
estas maquinas caiga entre 6.4 y 7.2 afios.

b) El valor de la Xa la derecha del cual caeria el 15% de las medias
calculadas de muestras aleatorias de tamafio nueve.

. Se llevan a cabo dos experimentos independientes en lo que se comparan
dos tipos diferentes de pintura. Se pintan 18 especimenes con el tipo Ay en
cada uno se registra el tiempo de secado en horas. Lo mismo se hace con el
tipo B. Se sabe que las desviaciones estandar de la poblacion son ambas
1.0. Suponga que el tiempo medio de secado es igual para los dos tipo de
pintura. Encuentre la probabilidad de que la diferencia de medias en el
tiempo de secado sea mayor a uno a favor de la pintura A.



Respuestas a los problemas propuestos:

O~N OO0 A~WNPEF

.a) 0.9960 b)0

.a) 0.3221 b) 0.3122
.a) 0.2150 b) 0.0064
.a) 0.2227 b) 0.2848
.a)6 b) 9
.a)m, =224,s ;. =0.008

.a) 0.6898 b) 7.35
.0.0013

c) 0.4504

c)2 d) 12
b) m, =224 s ; =ligeramente menor que 0.008



ESTIMACION

El objetivo principal de la estadistica inferencial es la estimacién, esto es que
mediante el estudio de una muestra de una poblacion se quiere generalizar las
conclusiones al total de la misma. Como vimos en la seccion anterior, los
estadisticos varian mucho dentro de sus distribuciones muestrales, y mientras
menor sea el error estandar de un estadistico, mas cercanos seran unos de
otros sus valores.

Existen dos tipos de estimaciones para pardmetros; puntuales y por intervalo.
Una estimacion puntual es un Gnico valor estadistico y se usa para estimar un
parametro. El estadistico usado se denominaestimador.

Una estimacion por intervalo es un rango, generalmente de ancho finito, que

se espera que contenga el parametro.

Estimacion Puntual

La inferencia estadistica esta casi siempre concentrada en obtener algun tipo de
conclusién acerca de uno o mas parametros (caracteristicas poblacionales).
Para hacerlo, se requiere que un investigador obtenga datos muestrales de cada
una de las poblaciones en estudio. Entonces, las conclusiones pueden estar
basadas en los valores calculados de varias cantidades muestrales . Po ejemplo,
representamos con m (parametro) el verdadero promedio de resistencia a la
ruptura de conexiones de alambres utilizados para unir obleas de
semiconductores. Podria tomarse una muestra aleatoria de 10 conexiones para
determinar la resistencia a la ruptura de cada una, y la media muestral de la
resistencia a la ruptura X se podia emplear para sacar una conclusién acerca del
valor de m De forma similar, si s? es la varianza de la distribucién de resistencia
a la ruptura, el valor de la varianza muestral s*> se podria utilizar pra inferir algo
acerca de s,

Cuando se analizan conceptos generales y métodos de inferencia es
conveniente tener un simbolo genérico para el pardmetro de interés. Se utilizara
la letra griega q para este proposito. El objetivo de la estimacion puntual es
seleccionar sélo un numero, basados en datos de la muestra, que represente el
valor mas razonable de q.

Una muestra aleatoria de 3 baterias para calculadora podria presentar
duraciones observadas en horas de %x=5.0, %=6.4 y %=5.9. El valor calculado
de la duracion media muestral es X = 5.77, y es razonable considerar 5.77 como
el valor mas adecuado de m

Una estimacion puntual de un parametro g es un s6lo nUmero que se puede
considerar como el valor mas razonable de g. La estimacion puntual se obtiene

al seleccionar una estadistica apropiada y calcular su valor a partir de datos de
la muestra dada. La estadistica seleccionada se llama estimador puntual de q.
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El simbolod (theta sombrero) suele utilizarse para representar el estimador de q
y la estimacién puntual resultante de una muestra dada. Entonces i =X

X se lee
como “el estimador puntual de mes la media muestral X”. El enunciado “la
estimacién puntual de mes 5.77” se puede escribir en forma abreviada i =5.77.
Ejempilo:

En el futuro habra cada vez mas interés en desarrollar aleaciones de Mg de bajo
costo, para varios procesos de fundicion. En consecuencia, es importante contar
con métodos practicos para determinar varias propiedades mecénicas de esas
aleaciones. Examine la siguiente muestra de mediciones del modulo de
elasticidad obtenidos de un proceso de fundicion a presion:

442 439 447 442 440 438 446 431

Suponga gque esas observaciones son el resultado de una muestra aleatoria. Se
desea estimar la varianza poblacional s2. Un estimador natural es la varianza
muestral:

G2 = S(x, - 1>—<)2 _ (44.2- 44.0625)" +(43.9- 4:.0;525)2 +..+(43.1- 44.0625)° _ 0.251
n_ -

En el mejor de los casos, se encontrard un estimador q para el

cualq =q siempre. Sin embargo, g es una funcion de las X; muestrales, por lo
gue en si misma una variablg aleatoria.

g =q + error de estimacién
entonces el estimador preciso seria uno que produzca sélo pequefias diferencias
de estimacién, de modo que los valores estimados se acerquen al valor

verdadero.
Propiedades de un Buen Estimador

Insesgado.- Se dice que un estimador puntuald es un estimador insesgado de q
Si Eﬁ):q, para todo valor posible de q. En otras palabras, un estimador
insesgado es aquel para el cual la media de la distribucion muestral es el
pardmetro estimado. Si se usa la media muestral X para estimar la media
poblacional m se sabe que la m, =m, por lo tanto la media es un estimador

insesgado.

Eficiente o con varianza minima.- Suponga que g1y (2 son dos estimadores
insesgados de g. Entonces, aun cuando la distribucion de cada estimador esté
centrada en el valor verdadero de ¢, las dispersiones de las distribuciones
alrededor del valor verdadero pueden ser diferentes.

Entre todos los estimadores de g que son insesgados, seleccione al que tenga
varianza minima. El g resultante recibe el nombre de estimador insesgado
con varianza minima (MVUE, minimum variance unbiased estimator) de q.

En otras palabras, la eficiencia se refiere al tamafio de error estandar de la
estadistica. Si comparamos dos estaiisticas de una muestra del mismo tamafio y
tratamos de decidir cual de ellas es un estimador mas eficiente, escogeriamos la
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estadistica que tuviera el menor error estandar, o la menor desviacién estandar
de la distribucion de muestreo.

Tiene sentido pensar que un estimador con un error estandar menor tendra una
mayor oportunidad de producir una estimacion mas cercana al parametro de
poblacion que se esta considerando.

Distribucién muestral de

A/ medias

Distribucion muestral de
medianas

q

Como se puede observar las dos distribuciones tienen un mismo valor en el
parametro soélo que la distribucién muestral de medias tiene una menor varianza,
por lo que la media se convierte en un estimador eficiente e insesgado.

Coherencia.- Una estadistica es un estimador coherente de un parametro de
poblacién, si al aumentar el tamafio de la muestra se tiene casi la certeza de que
el valor de la estadistica se aproxima bastante al valor del pardmetro de la
poblacién. Si un estimador es coherente se vuelve mas confiable si tenemos
tamafos de muestras mas grandes.

Suficiencia.- Un estimador es suficiente si utiliza una cantidad de la informacién
contenida de la muestra que ningun otro estimador podria extraer informacion
adicional de la muestra sobre el pardmetro de la poblacién que se esta
estimando.

Es decir se pretende que al extraer la muestra el estadistico calculado contenga
toda la informacién de esa muestra. Por ejemplo, cuando se calcula la media de
la muestra, se necesitan todos los datos. Cuando se calcula la mediana de una
muestra soélo se utiliza a un dato o a dos. Esto es solo el dato o los datos del
centro son los que van a representar la muestra. Con esto se deduce que si
utilizamos a todos los datos de la muestra como es en el caso de la media, la
varianza, desviacion estandar, etc; se tendra un estimador suficiente.

Estimacién por Intervalos

Un estimado puntual, por ser un so6lo nimero, no proporciona por si mismo
informacién alguna sobre la precision y confiabilidad de la estimacién. Por
ejemplo, imagine que se usa el estadistico X para calcular un estimado puntual
de la resistencia real a la ruptura de toallas de papel de cierta marca, y suponga



gue X =9322.7. Debido a la variabilidad de la muestra, nunca se tendra el caso
de que X =m El estimado puntual nada dice sobre lo cercano que esta de m Una
alternativa para reportar un solo valor del parametro que se esté estimando es
calcular e informar todo un intervalo de valores factibles, un estimado de
intervalo o intervalo de confianza (IC). Un intervalo de confianza se calcula
siempre seleccionando primero un nivel de confianza, que es una medida de el
grado de fiabilidad en el intervalo. Un intervalo de confianza con un nivel de
confianza de 95% de la resistencia real promedio a la ruptura podria tener un
limite inferior de 9162.5 y uno superior de 9482.9. Entonces, en un nivel de
confianza de 95%, es posible tener cualquier valor de mentre 9162.5 y 9482.9.

Un nivel de confianza de 95% implica que 95% de todas las muestras daria lugar
a un intervalo que incluye mo cualquier otro parametro que se esté estimando, y
s6lo 5% de las muestras producira un intervalo erroneo. Cuanto mayor sea el
nivel de confianza podremos creer que el valor del parametro que se estima esta
dentro del intervalo.

Una interpretacion correcta de la “confianza de 95%” radica en la interpretacion
frecuente de probabilidad a largo plazo: decir que un evento A tiene una
probabilidad de 0.95, es decir que si el experimento donde A esta definido re
realiza una y otra vez, a largo plazo A ocurrira 95% de las veces. Para este caso
el 95% de los intervalos de confianza calculados contendran am

Valor verdadero de m

<+—>

Esta es una construccion repetida de intervalos de confianza de 95% y se puede
observar que de los 11 intervalos calculados solo el tercero y el dltimo no
contienen el valor de m

De acuerdo con esta interpretacion, el nivel de confianza de 95% no es tanto un
enunciado sobre cualquier intervalo en particular, mas bien se refiere a lo que
sucederia si se tuvieran que construir un gran namero de intervalos semejantes.

Encontrar z a partir de un nivel de confianza



Existen varias tablas en las cuales podemos encontrar el valor de z, segun sea
el area proporcionada por la misma. En esta seccién se realizara un ejemplo
para encontrar el valor de z utilizando tres tablas diferentes.

Ejempilo:
Encuentre el valor de z para un nivel de confianza del 95%.

Solucién 1:

Se utilizara la tabla que tiene el area bajo la curva de ¥ hasta z. Si lo vemos
graficamente seria:

/0]

-¥ Z

El nivel de confianza bilateral esta dividido en partes iguales bajo la curva:

0.475

En base a la tabla que se esta utilizando, se tendra que buscar el &rea de 0.975,
ya que cada extremo o cola de la curva tiene un valor de 0.025.

%

z=196

0.475

0.975

Por lo que el valor de z es de 1.96.

Solucién 2:
Si se utiliza una tabla en donde el area bajo la curva es de 0 a z:

0 z

En este caso sélo se tendra que buscar adentro de la tabla el area de 0.475 vy el
resultado del valor de z sera el mismo, para este ejemplo 1.96.



Solucién 3:
Para la tabla en donde el area bajo la curva va desde z hasta ¥:

0.025

Se busca el valor de 0.025 para encontrar z de 1.96.

Independientemente del valor del Nivel de Confianza este sera el procedimiento
a seguir para localizar a z. En el caso de que no se encuentre el valor exacto se
tendra que interpolar.

Estimacion para la Media
Es conocido de nosotros durante este curso, que en base a la distribucion
muestral de medias que se generd en el tema anterior, la formula para el calculo

. - X-m
de probabilidad es la siguiente: z= ——. Como en este caso ho conocemos

YA

el parametro y lo queremos estimar por medio de la media de la muestra, sélo se
despejara mde la formula anterior, quedando lo siguiente:

-, 25
m=X+—

Jn

De esta formula se puede observar que tanto el tamafio de la muestra como el
valor de z se conoceran. Z se puede obtener de la tabla de la distribucion normal
a partir del nivel de confianza establecido. Pero en ocasiones se desconoce s
por lo que en esos casos lo correcto es utilizar otra distribucion llamada “t” de
student si la poblacion de donde provienen los datos es normal.

Para el caso de tamafios de muestra grande se puede utilizar una estimacion
puntual de la desviacién estdndar, es decir igualar la desviacion estandar de la
muestra a la de la poblacion (s=s).

Ejemplos:

1. Se encuentra que la concentracion promedio de zinc que se saca del agua a
partir de una muestra de mediciones de zinc en 36 sitios diferentes es de 2.6
gramos por mililitro. Encuentre los intervalos de confianza de 95% y 99%
para la concentracion media de zinc en el rio. Suponga que la desviacion
estandar de la poblacion es 0.3.

Solucion:
La estimacion puntual de mes X = 2.6. El valor de z para un nivel de confianza
del 95% es 1.96, por lo tanto:



.S (1.96)(0.3)
m= X+ == =26+ A" =2 50y2.70
Jn /36 y
0.95
m,, = 2.50 My = 2.70

Para un nivel de confianza de 99% el valor de z es de 2.575 por lo que el
intervalo sera mas amplio:

.S (2.575)0.3)
m= X+ = =26+ """A"" =2 47y2.73
A/n J36 y
0.99

W

My = 247 My =2.73

El intervalo de confianza proporciona una estimacion de la presicion de nuestra
estimacion puntual. Si m es realmente el valor central de intervalo, entonces
X estima msin error. La mayor parte de las veces, sin embargo, X no sera
exactamente igual a my la estimacion puntual es errénea. La magnitud de este

error serd el valor absoluto de la diferencia entremy X, y podemos tener el nivel

, , . . 7S
de confianza de que esta diferencia no excedera —.
/N

Como se puede observar en los resultados del ejercicio se tiene un error de
estimacion mayor cuando el nivel de confianza es del 99% y méas pequefio
cuando se reduce a un nivel de confianza del 95%.

2. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen wuna duracion
aproximadamente distribuida de forma normal con una desviacion estandar
de 40 horas. Si una muestra de 30 focos tiene una duracién promedio de 780
horas, encuentre un intervalos de confianza de 96% para la media de la
poblacion de todos los focos que produce esta empresa.

Solucién: ( )( ) ( )( )
zs 7S 2.054)(40 2.054)(40
X- —<m<X+—==780- ¥— L L <m< 780+ ——L L =765<m<795
Jn Jn V30 J30

Con un nivel de confianza del 96% se sabe que la duracion media de los focos
gue produce la empresa esta entre 765y 765 horas.
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3. La prueba de corte sesgado es el procedimiento mas aceptado para evaluar
la calidad de una unién entre un material de reparacion y su sustrato de
concreto. El articulo “Testing the Bond Between Repair Materials and
Concrete Substrate” informa que, en cierta investigacion, se obtuvo una
resistencia promedio muestral de 17.17 N/mm?, con una muestra de 48
observaciones de resistencia al corte, y la desviacion estandar muestral fue
3.28 N/mm?. Utilice un nivel de confianza inferior del 95% para estimar la
media real de la resistencia al corte.

Solucion:

En este ejercicio se nos presentan dos situaciones diferentes a los ejercicios
anteriores. La primera que desconoce la desviacion estandar de la poblacién y la
segunda que nos piden un intervalo de confianza unilateral.

El primer caso ya se habia comentado y se solucionara utilizando la desviacion
estandar de la muestra como estimacion puntual de sigma.

Para el intervalo de confianza unilateral, se cargara el area bajo la curva hacia
un solo lado como sigue:

0.95

W

Z=-1.645
S (1.654)(3.38)
x- 2 =17.17- S AY 216,39
Jn J48

Esto quiere decir que con un nivel de confianza de 95%, el valor de la media
esta en el intervalo (16.39, ¥).

Estimacion de una Proporcién
Un estimador puntual de la proporcién P en un experimento binomial esta dado
por la estadistica P=X/N, donde x representa el nimero de éxitos en n pruebas.
Por tanto, la proporcion de la muestra p =x/n se utiufilizard como estimador
puntual del parametro P.

Si no se espera que la proporcién P desconocida esté demasiado cerca de 0 6
de 1, se puede establecer un intervalo de confianza para P al considerar la
distribucion muestral de proporciones.

o

z=P-

-7

Al despejar P de esta ecuacion nos queda:



Pq
P=psz| 9
P n

En este despeje podemos observar que se necesita el valor del parametro P y
es precisamente lo que queremos estimar, por lo que lo sustituiremos por la
proporcion de la muestra p siempre y cuando el tamafio de muestra no sea

pequefio.
/Dq
P=ptz|—
pZn

Cuando n es pequeiia y la proporciéon desconocida P se considera cercana a 0
0 a 1, el procedimiento del intervalo de confianza que se establece aqui no es
confiable, por tanto, no se debe utilizar. Para estar seguro, se debe requerir que
np 6 ng sea mayor o igual a 5.

El error de estimacion serd la diferencia absoluta entre p y P, y podemos tener el
nivel de confianza de que esta diferencia no excedera 21/m .
n

Ejemplos:

1. Un fabricante de reproductores de discos compactos utiliza un conjunto de
pruebas amplias para evaluar la funcion eléctrica de su producto. Todos los
reproductores de discos compactos deben pasar todas las pruebas antes de
venderse. Una muestra aleatoria de 500 reproductores tiene como resultado
15 que fallan en una o méas pruebas. Encuentre un intervalo de confianza de
90% para la proporcién de los reproductores de discos compactos de la
poblacion que no pasan todas las pruebas.

Solucién:

n=500

p = 15/500 = 0.03
z(0.90) = 1.645

0.03)[0.97
P=pxz|Pd =003 (1645) /—()()
n 500

0.0237<P<0.0376
Se sabe con un nivel de confianza del 90% que la proporcion de discos
defectuosos que no pasan la prueba en esa poblacion esta entre 0.0237 y
0.0376.

2. En una muestra de 400 pilas tipo B fabricadas por la Everlast Company, se
encontraron 20 defectuosas. Si la proporcion p de pilas defectuosas en esa
muestra se usa para estimar P, que vendra a ser la proporcion verdadera de
todas las pilas defectuosas tipo B fabricadas por la Everlast Company,
encuentre el maximo error de estimacion e tal que se pueda tener un 95% de

confianza en que P dista menos de e de p.



Solucién:
p=x/n = 20/400=0.05
z(0.95)=1.96

e=z /p—q :1.961/—(0'05 J0.95) _ 6 001
n 400

Si p=0.05 se usa para estimar P, podemos tener un 95% de confianza en que P
dista menos de 0.021 de p. En otras palabras, si p=0.05 se usa para erstimar P,
el error maximo de estimacion serd aproximadamente 0.021 con un nivel de
confianza del 95%.

Para calcular el intervalo de confianza se tendria:

pte=0.05+0.021
Esto da por resultado dos valores, (0.029, 0.071). Con un nivel de confianza del
95% se sabe que la proporcidn de pulas defectuosas de esta compafia esta
entre 0.029y 0.071.

Si se requiere un menor error con un mismo nivel de confianza sélo se
necesita aumentar el tamafo de la muestra.

3. En un estudio de 300 accidentes de automovil en una ciudad especifica, 60
tuvieron consecuencias fatales. Con base en esta muestra, construya un
intervalo del 90% de confianza para aproximar la proporciéon de todos los
accidentes automovilisticos que en esa ciudad tienen consecuencias fatales.

Solucién:
P=60/300 =0.20
Z(0.90) = 1.645

0.20){0.80
P=p+ z@ = 0.20+ (1.645) g = 02040088

0.162<P<0.238

Estimacion de la Diferencia entre dos Medias
Si se tienen dos poblaciones con medias m y m y varianzas si? y S2,
respectivamente, un estimador puntual de la diferencia entre m y m esta dado
por la estadistica X, - X,. Por tanto. Para obtener una estimacion puntual de
m- m se seleccionan dos muestras aleatorias independientes, una de cada
poblacion, de tamafio i y np, se calcula la diferencia X, - X,, de las medias

muestrales.
Recordando a la distribucion muestral de diferencia de medias:



Al despejar de esta ecuacion m- m se tiene:
2
— (< N2 S 1 S 22
m-m=(%- %)tz [ +=2
n1 r]2
En el caso en que se desconozcan las varianzas de la poblacion y los tamafios
de muestra sean mayores a 30 se podra utilizar la varianza de la muestra como

una estimacion puntual.

Ejemplos:

1. Selleva a cabo un experimento en que se comparan dos tipos de motores, A
y B. Se mide el rendimiento en millas por galéon de gasolina. Se realizan 50
experimentos con el motor tipo Ay 75 con el motor tipo B. La gasolina que se
utiliza y las demas condiciones se mantienen constantes. El rendimiento
promedio de gasolina para el motor A es de 36 millas por galon y el promedio
para el motor B es 24 millas por galon. Encuentre un intervalo de confianza
de 96% sobre la diferencia promedio real para los motores A y B. Suponga
gue las desviaciones estandar poblacionales son 6 y 8 para los motores A 'y
B respectivamente.

Solucion:

Es deseable que la diferencia de medias sea positiva por lo que se recomienda
restar la media mayor menos la media menor. En este caso sera la media del
motor B menos la media del motor A.

El valor de z para un nivel de confianza del 96% es de 2.05.

2 2
e o S, Sg _ /36 64
-m, =X, - X, )tz + =(42- 36)+ 2.05,|— +—

3.43<mp-my<8.57
La interpretacion de este ejemplo seria que con un nivel de confianza del 96% la
diferencia del rendimiento promedio esta entre 3.43 y 8.57 millas por galon a
favor del motor B. Esto quiere decir que el motor B da mas rendimiento promedio
gue el motor A, ya que los dos valores del intervalo son positivos.

2. Una compafia de taxis trata de decidir si comprar neumaticos de la marca A
o0 de la B para su flotilla de taxis. Para estimar la diferencia de las dos
marcas, se lleva a cabo un experimento utilizando 12 de cada marca. Los
neumaticos se utilizan hasta que se desgastan, dando como resultado
promedio para la marca A 36,300 kilbmetros y para la marca B 38,100
kilbmetros. Calcule un intervalo de confianza de 95% para la diferencia
promedio de las dos marcas, si se sabe que las poblaciones se distribuyen
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de forma aproximadamente normal con desviacibn estandar de 5000
kilbmetros para la marca A y 6100 kilébmetros para la marca B.

Solucién:

2

2
M, - m, = (% - )% 2,22 +22 = (38100- 36300)11.96\/
r-]A nB

-2662.68<nmp-m\<6262.67

50002 s 61002
12

Graficamente:

0.95

)

m, - m, = - 266268 | m, - m, = 626267

mg- m, =0

Como el intervalo contiene el valor “cero”, no hay razon para creer que el
promedio de duracion del neumético de la marca B es mayor al de la marca A,
pues el cero nos esté indicando que pueden tener la misma duracién promedio.

Estimacion de la Diferencia de dos Proporciones
En la seccion anterior se vio el tema de la generacion de las distribuciones
muestrales, en donde se tenia el valor de los parametros, se seleccionaban dos
muestras y podiamos calcular la probabilidad del comportamiento de los
estadisticos. Para este caso en particular se utilizara la distribucion muestral de
diferencia de proporciones para la estimacion de las misma. Recordando la
formula:

(p.- p,)-(R- R)

zZ=
g , Pa,
\ nl n2
Despejando P1-P» de esta ecuacion:
Pa. , A
P-P = - 7 |0y T2
- P, =(p,- ) It

Aqui se tiene el mismo caso que en la estimacién de una proporcién, ya que al
hacer el despeje nos queda las dos proporciones poblacionales y es
precisamente lo que queremos estimar, por lo que se utilizaran las proporciones
de la muestra como estimadores puntuales:

- PG | P9
P - Pz—(pl' p2)iZ ——
n1 n2
Ejemplos:
1. Se considera cierto cambio en un proceso de fabricacion de partes
componentes. Se toman muestras del procedimiento existente y del nuevo
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para determinar si éste tiene como resultado una mejoria. Si se encuentra
gue 75 de 1500 articulos del procedimiento actual son defectuosos y 80 de
2000 articulos del procedimiento nuevo también lo son, encuentre un
intervalo de confianza de 90% para la diferencia real en la fracciéon de
defectuosos entre el proceso actual y el nuevo.

Solucién:

Sean P, y P, las proporciones reales de defectuosos para los procesos actual y
nuevo, respectivamente. De aqui, p1=75/1500 = 0.05 y p, = 80/2000 = 0.04. con
el uso de la tabla encontramos que z para un nivel de confianza del 90% es de
1.645.

R-FR :(pl' pz)i

P, Po% (005 0,04)¢1. 645J (0.05)(0.95) , (0.04)(0.96)
1500 2000

2
-0.0017<P1-P»<0.0217
Como el intervalo contiene el valor de cero, no hay razéon para creer que el
nuevo procedimiento producira una disminucion significativa en la proporcion de
articulos defectuosos comparado con el método existente.

2. Un articulo relacionado con la salud, reporta los siguientes datos sobre la
incidencia de disfunciones importantes entre recién nacidos con madres
fumadoras de marihuana y de madres que no la fumaban:

Usuaria No Usuaria
Tamafio Muestral 1246 11178
Numero de disfunciones 42 294
Proporcién muestral 0.0337 0.0263

Encuentre el intervalo de confianza del 99% para la diferencia de
proporciones.

Solucion:

Representemos P; la proporcion de nacimientos donde aparecen disfunciones
entre todas las madres que fuman marihuana y definamos P», de manera similar,
para las no fumadoras. El valor de z para un 99% de confianza es de 2.58.

B =(pi- p)rz 2%+ P% _ (00337 0026322 58\/(0.0337)(0.9663+(O.0263(0.9737)
non 1246 11178

-0.0064<P1-P,<0.0212

Este intervalo es bastante angosto, lo cual sugiere que P:-P» ha sido estimado
de manera precisa.

Determinacién de Tamafios de Muestra para Estimaciones
Al iniciar cualquier investigacion, la primer pregunta que surge es: ¢de qué

tamafio debe ser la o las muestras?. La respuesta a esta pregunta la veremos
en esta seccion, con conceptos que ya se han visto a través de este material.



Calculo del Tamafo de la Muestra para Estimar una Media

¢, Qué tan grande debe ser una muestra si la media muestral se va a usar para
estimar la media poblacional?. La respuesta depende del error estandar de la
media, si este fuera cero, entonces se necesitaria una sola media que sera igual
necesariamente a la media poblacional desconocida m porque s = 0. Este caso
extremo no se encuentra en la practica, pero refuerza el hecho de que mientras
menor sea el error estandar de la media, menor es el tamafio de muestra
necesario para lograr un cierto grado de precision.

Se establecid antes que una forma de disminuir el error de estimacién es
aumentar el tamafio de la muestra, si éste incluye el total de la poblacion,

entonces |>‘<- nj seria igual a cero. Con esto en mente, parece razonable que

para un nivel de confianza fijo, sea posible determinar un tamafio de la muestra

tal que el error de estimacion sea tan pequefio como queramos, para ser mas
preciso, dado un nivel de confianza y un error fijo de estimacion e, se puede

escoger un tamafo de muestra n tal que P(|X— n1<e) = Nivel de confianza. Con

el propdsito de determinar n. El error maximo de estimacién esta dado por:

zs
e=—

Jn

Si se eleva al cuadrado ambos lados de esta ecuacion y se despeja n de la
ecuacion resultante, obtenemos:

Como n debe de ser un nimero entero, redondeamos hacia arriba todos los
resultados fraccionarios.

En el caso de que se tenga una poblacion finita y un muestreo sin reemplazo, el
error de estimacion se convierte en:

s zs |N-n
JnUN-1
De nuevo se eleva al cuadrado ambos lados y se despeja lan, obteniendo:

_ z’s N
e?(N-1)+2z%?

Ejemplos:

1. Un bidlogo quiere estimar el peso promedio de los ciervos cazados en el
estado de Maryland. Un estudio anterior de diez ciervos cazados mostré que
la desviacion estandar de sus pesos es de 12.2 libras. ¢ Qué tan grande debe
ser una muestra para que el bidlogo tenga el 95% de confianza de que el
error de estimacién es a lo méas de 4 libras?



Solucién:

.2 .2

n=2 ¢ -@ONI22)¢" 5575
eeg e 4 2}

En consecuencia, si el tamafo de la muestra es 36, se puede tener un 95% de

confianza en que mdifiere en menos de 4 libras de X .

2. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen wuna duracién
aproximadamente normal con una desviacion estandar de 40 horas. ¢De qué
tamafo se necesita una muestra si se desea tener 96% de confianza que la
media real esté dentro de 10 horas de la media real?

Lo 0 _a42.053)(40)s"
Sep & 10 g

Se necesita una muestra de 68 focos para estimar la media de la poblacién y
tener un error maximo de 10 horas.

=67.43

¢,Qué pasaria si en lugar de tener un error de estimacion de 10 horas sélo se
requiere un error de 5 horas?

. ggi 92 _ 242.053)(40) 92

eeg e S a
Se puede observar como el tamafio de la muestra aumenta, pero esto tiene
como beneficio una estimacion mas exacta.

=269.74

3. Suponga que en el ejercicio anterior se tiene una poblacion de 300 focos, y
se desea saber de que tamafo debe de ser la muestra. El muestreo se
realizaré sin reemplazo.

Solucion:
Como se tiene una poblacion finita y un muestreo sin reemplazo es necesario
utilizar la formula con el factor de correccion.

_ z%s 2N _ (2.053)*(40)*(300) _

T2 2 2 2 2 2 55.21

e?(N-1)+2zs?  (10)*(300- 1)+ (2.053)*(40)

Si se tiene una poblacién finita de 300 focos soOlo se tiene que extraer de la
poblacion una muestra sin reemplazo de 56 focos para poder estimar la duracion
media de los focos restantes con un error maximo de 10 horas.

Célculo del Tamafio de la Muestra para Estimar una Proporcion

Se desea saber que tan grande se requiere que sea una muestra para asegurar
gue el error al estimar P sea menor que una cantidad especifica e.

o= [P
n

Elevando al cuadrado la ecuacion anterior se despeja n y nos queda:
2’ pq

n
e?




Esta formula esta algo engafiosa, pues debemos utilizar p para determinar el
tamafio de la muestra, pero p se calcula a partir de la muestra. Existen
ocasiones en las cuales se tiene una idea del comportamiento de la proporcion
de la poblacion y ese valor se puede sustituir en la formula, pero si no se sabe
nada referente a esa proporcion entonces se tienen dos opciones:

- Tomar una muestra preliminar mayor o igual a 30 para proporcionar una
estimacion de P. Después con el uso de la férmula se podria determinar de
forma aproximada cuantas observaciones se necesitan para proporcionar el
grado de precision que se desea.

Tomar el valor de p como 0.5 ya que sustituyendo este en la formula se
obtiene el tamafio de muestra mayor posible. Observe el siguiente ejemplo:

Se desconoce el valor de P, por lo que se utilizaran diferentes valores y se
sustituiran en la formula para observar los diferentes tamafios de muestras. El
nivel de confianza que se utilizara es del 95% con un error de estimacion de
0.30.

p Zzgq n
e
0.10 % 3.84
0.20 mig’% 6.82
0.30 (lgezg’# 8.96
0.40 % 10.24
0.50 % 10.67
0.60 % 10.24
ogo | Lo 682

Como se puede observar en la tabla anterior cuando P vale 0.5 el tamafio de la
muestra alcanza su maximo valor.

En el caso de que se tenga una poblacion finita y un muestreo sin reemplazo, el
error de estimacion se convierte en:

e:z/m /N-n
n VN-1




De nuevo se eleva al cuadrado ambos lados y se despeja lan, obteniendo:
__ Z’paN
n=
e?(N- 1)+2pq

Ejemplos:

1. En una muestra aleatoria de 500 familias que tienen televisores en la ciudad
de Hamilton, Canada, se encuentra que 340 estan suscritas a HBO. ¢Qué
tan grande se requiere que sea una muestra si se quiere tener 95% de
confianza de que la estimacién de P esté dentro de 0.02?

Solucion:
Se trataran a las 500 familias como una muestra preliminar que proporciona una
estimacién de p=340/500=0.68.
L=Z°P9 _ (1.96)%(0.68)(0.32)
e’ (0.02)?
Por lo tanto si basamos nuestra estimacion de P sobre una muestra aleatoria de

tamafio 2090, se puede tener una confianza de 95% de que nuestra proporcion
muestral no diferira de la proporcion real por mas de 0.02.

= 2090

2. Una legisladora estatal desea encuestar a los residentes de su distrito para
conocer qué proporcién del electorado conoce la opinién de ella, respecto al
uso de fondos estatales para pagar abortos. ¢Qué tamafio de muestra se
necesita si se requiere un confianza del 95% y un error maximo de
estimacion de 0.10?

Solucién:
En este problema, se desconoce totalmente la proporcion de residentes que
conoce la opinién de la legisladora, por lo que se utilizara un valor de 0.5 para p.
G2 2P _ (1.96)*(0.50)(0.50)
e’ (0.10)?
Se requiere un tamafo de muestra de 97 residentes para que con una confianza
del 95% la estimacion tenga un error maximo de 0.10.

=96.04

Calculo del Tamafo de la Muestra para Estimar la Diferencia de Medias
Si se recuerda a la distribucion muestral de diferencia de medias se tiene que
error esta dado por:

nn
En esta ecuacion se nos pueden presentar dos casos:
Los tamafos de muestra son iguales.
Los tamafo de muestra son diferentes .
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Para el primer caso no se tiene ningun problema, se eleva al cuadrado la
ecuacion y se despeja n ya que n; esigual a ny,

_ ZZ!S “1+s 22’

= "

Para el segundo caso se pondra unan en funcién de la otra. Este caso se utiliza
cuando las poblaciones son de diferente tamafio y se sabe que una es K veces
mayor que la otra.

n

Poblaci Poblacion 2
6n 1

n.=-Knj,

o = 254 +ks %)

2 ke?
Ejemplo:
Un director de personal quiere comparar la efectividad de dos métodos de
entrenamiento para trabajadores industriales a fin de efectuar cierta operacion
de montaje. Se divide un nimero de operarios en dos grupos iguales: el primero
recibe el método de entrenamiento 1, y el segundo, el método 2. Cada uno
realizara la operacion de montaje y se registrara el tiempo de trabajo. Se espera
gue las mediciones para ambos grupos tengan una desviacion estandar
aproximadamente de 2 minutos. Si se desea que la estimacion de la diferencia
en tiempo medio de montaje sea correcta hasta por un minuto, con una
probabilidad igual a 0.95, ¢cuantos trabajadores se tienen que incluir en cada
grupo de entrenamiento?

_ 2 u+s ) [Loe? )22 +22) _
n= > = > =31
e
Cada grupo debe contener aproximadamente 31 empleados.

Célculo del Tamafio de la Muestra para Estimar la Diferencia de
Proporciones

Si se recuerda a la distribucién muestral de diferencia de medias se tiene que
error esta dado por:
o=z P& | P%
\ nl n2
En esta ecuacion se nos pueden presentar dos casos:
Los tamafios de muestra son iguales.
Los tamafio de muestra son diferentes .

Para el primer caso no se tiene ningun problema, se eleva al cuadrado la
ecuacion y se despejan ya que ni esigual a ny,



2
_ Z(py0 + P,0,)
e2
Para el segundo caso se pondra unan en funcién de la otra. Este caso se utiliza
cuando las poblaciones son de diferente tamafio y se sabe que una es K veces

mayor que la otra.
Poblaci Pablacion 2
6n 1 O/

n;=Kn,

n

_ Z2(p,g, +kp,0,)

n2
ke?

Ejemplo:

Una compafila de productos alimenticios contrat6 a una empresa de
investigacion de mercadotecnia , para muestrear dos mercados, |1y Il, a fin de
comparar las proporciones de consumidores que prefieren la comida congelada
de la compaiiia con los productos de sus competidores. No hay informacion
previa acerca de la magnitud de las proporciones P, y P,. Si la empresa de
productos alimenticios quiere estimar la diferencia dentro de 0.04, con una
probabilidad de 0.95, ¢ cuantos consumidores habrd que muestrear en cada
mercado?

_Z(pa +p,0) _ (196°J(05)05)+ (05(08)] _ 00
2 2 ’
e 0.04
Se tendr& que realizar encuestas a 1201 consumidores de cada mercado para
tener una estimacion con una confianza del 95% y un error maximo de 0.04.

n

Problemas propuestos
1. Se probé una muestra aleatoria de 400 cinescopios de televisor y se
encontraron 40 defectuosos. Estime el intervalo que contiene, con un
coeficiente de confianza de 0.90, a la verdadera fraccion de elementos
defectuosos.

2. Se planea realizar un estudio de tiempos para estimar el tiempo medio de un
trabajo, exacto dentro de 4 segundos y con una probabilidad de 0.90, para
terminar un trabajo de montaje. Si la experiencia previa sugiere que s = 16
seg. mide la variacion en el tiempo de montaje entre un trabajador y otro al
realizar una sola operacion de montaje, ¢ cuantos operarios habra que incluir
en la muestra?

3. El decano registr6 debidamente el porcentaje de calificaciones D y F
otorgadas a los estudiantes por dos profesores universitarios de
matematicas. El profesor | alcanzé un 32%, contra un 21% para el profesor I,
con 200 y 180 estudiantes, respectivamente. Estime la diferencia entre los
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porcentajes de calificaciones D y F otorgadas por los dos profesores. Utilice
un nivel de confianza del 95% e interprete los resultados.

Suponga que se quiere estimar la produccién media por hora, en un proceso
gue produce antibiotico. Se observa el proceso durante 100 periodos de una
hora, seleccionados al azar y se obtiene una media de 34 onzas por hora con
una desviacion estandar de 3 onzas por hora. Estime la producciéon media
por hora para el proceso, utilizando un nivel de confianza del 95%.

Un ingeniero de control de calidad quiere estimar la fraccion de elementos
defectuosos en un gran lote de lamparas. Por la experiencia, cree que la
fraccion real de defectuosos tendria que andar alrededor de 0.2. ¢(Qué tan
grande tendria que seleccionar la muestra si se quiere estimar la fraccién
real, exacta dentro de 0.01, utilizando un nivel de confianza fe 95%?

Se seleccionaron dos muestras de 400 tubos electrénicos, de cada una de
dos lineas de produccion, A y B. De la linea A se obtuvieron 40 tubos
defectuosos y de la B 80. Estime la diferencia real en las fracciones de
defectuosos para las dos lineas, con un coeficiente de confianza de 0.90 e
interprete los resultados.

Se tienen que seleccionar muestras aleatorias independientes de ni=np,=n
observaciones de cada una de dos poblaciones binomiales, 1 y 2. Si se
desea estimar la diferencia entre los dos parametros binomiales, exacta
dentro de 0.05, con una probabilidad de 0.98. ¢qué tan grande tendria que
ser n?. No se tiene informacién anterior acerca de los valores P; y P2, pero
se quiere estar seguro de tener un numero adecuado de observaciones en la
muestra.

Se llevan a cabo pruebas de resistencia a la tensién sobre dos diferentes
clases de largueros de aluminio utilizados en la fabricacion de alas de
aeroplanos comerciales. De la experiencia pasada con el proceso de
fabricacion se supone que las desviaciones estandar de las resistencias a la
tensién son conocidas. La desviacion estandar del larguero 1 es de 1.0
Kg/mm? y la del larguero 2 es de 1.5 Kg/mm? Se sabe que el
comportamiento de las resistencias a la tensién de las dos clases de
largueros son aproximadamente normal. Se toma una muestra de 10
largueros del tipo 1 obteniéndose una media de 87.6 Kg/mm? y otra de
tamafio 12 para el larguero 2 obteniéndose una media de 74.5 Kg/mm?Z.
Estime un intervalo de confianza del 90% para la diferencia en la resistencia
a la tension promedio.

Se quiere estudiar la tasa de combustion de dos propelentes sélidos
utilizados en los sistemas de escape de emergencia de aeroplanos. Se sabe
gue la tasa de combustion de los dos propelentes tiene aproximadamente la



©CoOoNOOTAWNE

misma desviacion estandar; esto es s;=s, = 3 cm/s. ¢(Qué tamafo de

muestra debe utilizarse en cada poblacion si se desea que el error en la
estimacion de la diferencia entre las medias de las tasas de combustidén sea
menor que 4 cm/s con una confianza del 99%?.

Respuesta a los Problemas propuestos

0.07532 £ P £0.1246
n=44

0.0222 £ P1-P, £0.1978
33.412 £ m£ 34.588

n= 6147

0.059 £ Pg-PA £0.141
n= 1086

12.22 £m-m £ 13.98
n=8
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UNIDAD 11

PRUEBA DE HIPOTESIS

Las secciones anteriores han mostrado cdmo puede estimarse un parametro a
partir de los datos contenidos en una muestra. Puede encontrarse ya sea un
s6lo numero (estimador puntual) o un intervalo de valores posibles (intervalo de
confianza). Sin embargo, muchos problemas de ingenieria, ciencia, y
administracioén, requieren que se tome una decisién entre aceptar o rechazar
una proposicién sobre algun parametro. Esta proposicion recibe el nombre de
hipotesis. Este es uno de los aspectos mas utiles de la inferencia estadistica,
puesto que muchos tipos de problemas de toma de decisiones, pruebas o
experimentos en el mundo de la ingenieria, pueden formularse como problemas
de prueba de hipétesis.

Una hipodtesis estadistica es una proposicion o supuesto sobre los parametros
de una o mas poblaciones.

Suponga que se tiene interés en la rapidez de combustion de un agente
propulsor solido utilizado en los sistemas de salida de emergencia para la
tripulacion de aeronaves. El interés se centra sobre la rapidez de combustion
promedio. De manera especifica, el interés recae en decir si la rapidez de
combustion promedio es o no 50 cm/s. Esto puede expresarse de manera formal
como
Ho; m=50 cm/s
Hi; mt 50 cm/s
La proposicién H,; m= 50 cm/s, se conoce como hipdtesis nula, mientras que
la proposicion H;; m?! 50 cm/s, recibe el nombre de hipoGtesis alternativa.
Puesto que la hipdtesis alternativa especifica valores de m que pueden ser
mayores 0 menores que 50 cm/s, también se conoce como hipétesis
alternativa bilateral. En algunas situaciones, lo que se desea es formular una
hipdtesis alternativa unilateral, como en
Ho; m=50 cm/s Ho; m=50 cm/s
0
Hi; m< 50 cm/s Hi; m>50 cm/s

Es importante recordar que las hipétesis siempre son proposiciones sobre la
poblacién o distribucidn bajo estudio, no proposiciones sobre la muestra. Por lo
general, el valor del parametro de la poblaciéon especificado en la hipétesis nula
se determina en una de tres maneras diferentes:

1. Puede ser resultado de la experiencia pasada o del conocimiento del

proceso, entonces el objetivo de la prueba de hipétesis usualmente es
determinar si ha cambiado el valor del pardmetro.
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2. Puede obtenerse a partir de alguna teoria o0 modelo que se relaciona con el
proceso bajo estudio. En este caso, el objetivo de la prueba de hipétesis es
verificar la teoria o modelo.

3. Cuando el valor del parametro proviene de consideraciones externas, tales
como las especificaciones de disefio o ingenieria, o de obligaciones
contractuales. En esta situacion, el objetivo usual de la prueba de hipotesis
es probar el cumplimiento de las especificaciones.

Un procedimiento que conduce a una decisién sobre una hipoétesis en particular
recibe el nombre de prueba de hipétesis. Los procedimientos de prueba de
hipétesis dependen del empleo de la informacion contenida en la muestra
aleatoria de la poblacion de interés. Si esta informacion es consistente con la
hipotesis, se concluye que ésta es verdadera; sin embargo si esta informacion
es inconsistente con la hipotesis, se concluye que esta es falsa. Debe hacerse
hincapié en que la verdad o falsedad de una hipétesis en particular nunca puede
conocerse con certidumbre, a menos que pueda examinarse a toda la poblacién.
Usualmente esto es imposible en muchas situaciones practicas. Por tanto, es
necesario desarrollar un procedimiento de prueba de hipétesis teniendo en
cuenta la probabilidad de llegar a una conclusién equivocada.

La hipétesis nula, representada por H,, es la afirmacion sobre una o mas
caracteristicas de poblaciones que al inicio se supone cierta (es decir, la
“creencia a priori”).

La hipotesis alternativa, representada por H;, es la afirmacion contradictoria a
Ho, y ésta es la hipoétesis del investigador.

La hipdtesis nula se rechaza en favor de la hipétesis alternativa, sélo si la
evidencia muestral sugiere que H, es falsa. Si la muestra no contradice
decididamente a H,, se continda creyendo en la validez de la hipotesis nula.
Entonces, las dos conclusiones posibles de un andlisis por prueba de hipétesis
son rechazar H, 0 no rechazar H,.

Prueba de una Hipotesis Estadistica

Para ilustrar los conceptos generales, considere el problema de la rapidez de
combustion del agente propulsor presentado con anterioridad. La hipétesis nula
es que la rapidez promedio de combustion es 50 cm/s, mientras que la hipétesis
alternativa es que ésta no es igual a 50 cm/s. Esto es, se desea probar:

Ho; m=50 cm/s
Hi; mt 50 cm/s

Supdngase que se realiza una prueba sobre una muestra de 10 especimenes, y
gue se observa cual es la rapidez de combustion promedio muestral. La media




muestral es un estimador de la media verdadera de la poblacion. Un valor de la
media muestral X que este proximo al valor hipotético m= 50 cm/s es una
evidencia de que el verdadero valor de la media mes realmente 50 cm/s; esto
es, tal evidencia apoya la hipotesis nula H,. Por otra parte, una media muestral
muy diferente de 50 cm/s constituye una evidencia que apoya la hipétesis
alternativa H,. Por tanto, en este caso, la media muestral es el estadistico de

prueba.

La media muestral puede tomar muchos valores diferentes. Supdngase que si
48.5£ X £51.5, entonces no se rechaza la hip6tesis nula Hy; m= 50 cm/s, y que si
X <48.5 6 X >51.5, entonces se acepta la hipotesis alternativa Hi; m* 50 cm/s.
Los valores de X que son menores que 48.5 o mayores que 51.5 constituyen la
region critica de la prueba, mientras que todos los valores que estan en el
intervalo 48.5£ X £51.5 forman la region de aceptacion. Las fronteras entre las
regiones critica y de aceptacion reciben el nombre de valores criticos. La
costumbre es establecer conclusiones con respecto a la hipétesis nula H,. Por
tanto, se rechaza H, en favor de Hj si el estadistico de prueba cae en la regién
critica, de lo contrario, no se rechaza H,.

Este procedimiento de decisidbn puede conducir a una de dos conclusiones
erréneas. Por ejemplo, es posible que el valor verdadero de la rapidez promedio
de combustidon del agente propulsor sea igual a 50 cm/s. Sin embargo, para
todos los especimenes bajo prueba, bien puede observarse un valor del
estadistico de prueba X que cae en la regién critica. En este caso, la hipétesis
nula H, sera rechazada en favor de la alternativa Hcuando, de hecho, H, en
realidad es verdadera. Este tipo de conclusion equivocada se conoce como
error tipo I.

El error tipo | se define como el rechazo de la hipétesis nula H, cuando ésta es
verdadera. También es conocido como a 0 nivel de significancia.

Si tuviéramos un nivel de confianza del 95% entonces el nivel de significancia
seria del 5%. Analogamente si se tiene un nivel de confianza del 90% entonces
el nivel de significancia seria del 10%.

Ahora supdngase que la verdadera rapidez promedio de combustion es diferente
de 50 cm/s, aunque la media muestral X caiga dentro de la region de aceptacion.
En este caso se acepta H, cuando ésta es falsa. Este tipo de conclusion recibe
el nombre de error tipo Il

El error tipo Il 6 error b se define como la aceptacién de la hipoétesis nula
cuando ésta es falsa.

Por tanto, al probar cualquier hipotesis estadistica, existen cuatro situaciones
diferentes que determinan si la decisidn final es correcta o errénea.




Decision Ho es verdadera H, es falsa

Aceptar H, No hay error Error tipo Il 6 b

Rechazar H, Error tipol 6 a No hay error

1. Los errores tipo | y tipo Il estan relacionados. Una disminucién en la
probabilidad de uno por lo general tiene como resultado un aumento en la
probabilidad del otro.

2. El tamafio de la region critica, y por tanto la probabilidad de cometer un error
tipo I, siempre se puede reducir al ajustar el o los valores criticos.

3. Un aumento en el tamafio muestral n reducira a y b de forma simultanea.

Si la hipoétesis nula es falsa, b es un maximo cuando el valor real del

parametro se aproxima al hipotético. Entre mas grande sea la distancia entre

el valor real y el valor hipotético, sera menor b.

e

PASOS PARA ESTABLECER UN ENSAYO DE HIPOTESIS
INDEPENDIENTEMENTE DE LA DISTRIBUCION QUE SE ESTE TRATANDO

1. Interpretar correctamente hacia que distribucién muestral se ajustan los datos
del enunciado.

2. Interpretar correctamente los datos del enunciado diferenciando los
parametros de los estadisticos. Asi mismo se debe determinar en este punto
informacién implicita como el tipo de muestreo y si la poblacion es finita o
infinita.

3. Establecer simultaneamente el ensayo de hipotesis y el planteamiento gréafico
del problema. El ensayo de hipoétesis esta en funcion de parametros ya que
se quiere evaluar el universo de donde proviene la muestra. En este punto se
determina el tipo de ensayo (unilateral o bilateral).

4. Establecer la regla de decision. Esta se puede establecer en funcién del valor
critico, el cual se obtiene dependiendo del valor de a (Error tipo | o nivel de
significancia) o en funcién del estadistico limite de la distribucion muestral.
Cada una de las hipotesis deberd ser argumentada correctamente para
tomar la decision, la cual estara en funcién de la hipoétesis nula o Ho.

5. Calcular el estadistico real, y situarlo para tomar la decision.
6. Justificar la toma de decisién y concluir.

Tipos de Ensayo
Se pueden presentar tres tipos de ensayo de hipoétesis que son:
= Unilateral Derecho
= Unilateral 1zquierdo
= Bilateral




Dependiendo de la evaluacién que se quiera hacer se seleccionara el tipo de
ensayo.

= Unilateral Derecho. El investigador desea comprobar la hip6tesis de un
aumento en el pardmetro, en este caso el nivel de significancia se carga todo
hacia el lado derecho, para definir las regiones de aceptacion y de rechazo.

Ensayo de hipotesis:
Y P AN ¥ H

Region de
rechazo

a

H,

Ho; Parametro £ x
Hi; Parametro > x

Regién d¢ aceptacion

Parametro = x
= Unilateral Izquierdo: El investigador desea comprobar la hipotesis de una
disminucion en el parametro, en este caso el nivel de significancia se carga
todo hacia el lado izquierdo, para definir las regiones de aceptacion y de
rechazo.
Ensayo de hipétesis: H
1 4—
Ho; Pardmetro3 x Region de
, rechazo
Hi; Parametro < x

y Reqién de aceptacion

o
Parametro = x

» Ho

a

= Bilateral: El investigador desea comprobar la hipétesis de un cambio en el
parametro. El nivel de significancia se divide en dos y existen dos regiones
de rechazo.

Ensayo de hipétesis: H, Ho
— Ly
Ho, Parametro = x Region de Region de
Hi; Parametro! x rechazo Rechazo
al2 al?
% Regién de aceptacion M

Parémletro =X
Para realizar los ejemplos y ejercicios de ensayo de hipdtesis se recomienda
seguir los pasos mencionados anteriormente. Los ejemplos siguientes se
solucionaran por los pasos recomendados, teniéndose una variedad de
problemas en donde se incluiran a todas las distribuciones muestrales que se
han visto hasta aqui.

Ejemplos:



1. Una muestra aleatoria de 100 muertes registradas en Estados Unidos el afio

pasado muestra una vida promedio de 71.8 afios. Suponga una desviacion

estandar poblacional de 8.9 afios, ¢ esto parece indicar que la vida media hoy

en dia es mayor que 70 afios? Utilice un nivel de significancia de 0.05.

Solucion:
Se trata de una distribucién muestral de medias con desviacién estandar

1.

2.

conocida.

Datos:

m=70 anos

s = 8.9 afios

X =71.8 anos

n =100

a =0.05

Ensayo de hipoétesis
Ho; m= 70 afos.

Hi; m> 70 afos.

AN, > H,

Regién de

rechazo
a=0.0b

Reqion dg aceptacion

m=70 Z_ =1.645

Regla de decision:
Si zr£ 1.645 no se rechaza H..

Si zg> 1.645 se rechaza H..

Calculos:
Zy = );R B gléS' 0 o0
//ﬁ /100
Justificacion y decision.

Como 2.02 >1.645 se rechaza H, y se concluye con un nivel de significancia

del 0.05 que la vida media hoy en dia es mayor que 70 afos.

Existe otra manera de resolver este ejercicio, tomando la decisiéon en base al
estadistico real, en este caso la media de la muestra. De la formula de la
distribucién muestral de medias se despeja la media de la muestra:

X - m Zs (1.645)(8.9)

Z =——— X =mM+—=70+ ————==71.46
. S/ - Jn J100
Jn
o < A » H,
0 Region de
rechazo
a=0.05

Region d¢ aceptacion

m=70 % =71.46
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Regla de decision:
Si Xz £ 71.46 No se rechaza Ho

Si X3> 71.46 Se rechaza H,

Como la media de la muestral es de 71.8 afios y es mayor al valor de la media
muestral limite de 71.46 por lo tanto se rechaza H, y se llega a la misma
conclusion.

2. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se
distribuye de forma aproximadamente normal con una media de 800 horas y
una desviacion estandar de 40 horas. Si una muestra aleatoria de 30 focos
tiene una duracion promedio de 788 horas, ¢muestran los datos suficiente
evidencia para decir que la duracién media ha cambiado? Utilice un nivel de
significancia del 0.04.

Solucién:
1. Se trata de una distribucion muestral de medias con desviacion estandar
conocida.

2. Datos:
m=800 horas

s =40 horas
X = 788 horas
n=30
a=0.04

3. Ensayo de hipétesis Ho

Ho; m= 800 horas Hy H,
Hi; mt 800 horas I ’
Region de Region de

rechazo Rechazo

al2=0.02 a/2 =0.02

Regioén de aceptacion

Z,=-2.052 m= 800 Z,=2.052

4. Regla de Decision:
Si—2.052£ Zgr£ 2.052 No se rechaza H,

SiZr <-2.052 6 si Zr > 2.052 Se rechaza H,

5. Calculos:
_ X,- M _ 788- 800

S Y

Zn 1.643

6. Justificacion y decision:



Como -2.052£ -1.643£ 2.052 por lo tanto, no se rechaza H, y se concluye
con un nivel de significancia del 0.04 que la duracién media de los focos no

ha cambiado.

Solucién por el otro método:

% = me 25 —goo+ (209200 _ 745 y 814.98
Jn 30
Ho
Hi
— -
Region de Regién de
rechazo Rechazo
a/l2=0.02 a/2=0.02
Regién de aceptacion

Regla de decision:
Si 785.02 £ X1 £ 814.98 No se rechaza H,

Si X;<785.02 6 X,> 814.98 se rechaza H,

% =78502 m=800 %

=814.98

Como la X,= 788 horas, entonces no se rechaza H, y se concluye que la
duracion media de los focos no ha cambiado.

3.

Una muestra aleatoria de 64 bolsas de palomitas de maiz pesan, en pomedio
5.23 onzas con una desviacion estandar de 0.24 onzas. Pruebe la hipétesis

de que m= 5.5 onzas contra al hipétesis alternativa, m< 5.5 onzas en el nivel
de significamcia de 0.05.

Solucion:
1. Se trata de una distribucion muestral de medias con desviacién estandar
desconocida, pero como el tamafio de muestra es mayor a 30 se puede
tomar la desviacion muestral como un estimador puntual para la poblacional.

Datos:

m= 5.5 onzas
s=0.24 onzas
X =5.23 onzas
n==64

a =0.05

Ensayo de hipétesis
Ho; m= 5.5 onzas
Hi; m< 5.5 onzas

H;

4—

Region de
rechazo

a=.0.05

Reqion de aceptacion

|
Z,=-1.645 m=55
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4. Regla de decision:
SiZr 3 -1.645 No se rechaza H,

Si Zr < -1.645 Se rechaza H,

5. Calculos:
_Xg-m_523-55

s/ 024/
AR
6. Justificacion y decision:
Como -9 < -1.645 por lo tanto se rechaza H, y se concluye con un nivel de

significancia del 0.05 que las bolsas de palomitas pesan en promedio menos
de 5.5 onzas.

9

Zg

Solucion por el otro método:

Zs 1.645)(0.24
X, =m- ——=55- (1645024 =5.45
Jn 64
Hi ¢
» Ho
Region de
rechazo
a =0.05
y Region de aceptacion

|
X =545 m=55

Regla de decision:
Si X52 5.45 No se Rechaza H,

Si X< 5.45 Se rechaza H,
Como la X;=5.23 y este valor es menor que 5.45 pot lo tanto se rechaza Ho.

4. Un constructor afirma que se instalan bombas de calor en 70% de todas las
casas que se construyen hoy en dia en la ciudad de Richmond. ¢ Estaria de
acuerdo con esta afirmacion si una investigacion de casas nuevas en esta
ciudad muestra que 8 de 15 tienen instaladas bombas de calor? Utilice un
nivel de significancia de 0.10.

Solucion:
1. Se trata de una distribucién muestral de proporciones.
2. Datos:

P=0.70

p = 8/15=0.5333

n =15

a =0.10



3. Ensayo de hipotesis Ho

Ho; P =0.70 Hh y Hi
Hi, Pt 0.70
Region de Region de
rechazo Rechazo
al2 =005 a/2 =005
Reqién de aceptacion

Z, =-1.645 P :|0.70 Z, =1645

4. Regla de Decision:
Si—1.645£ Zr£ 1.645 No se rechaza H,

SiZr <-1.645 6 si Zr > 1.645 Se rechaza H,

5. Calculos:
-P _ 0533- 070 _

f /(O 70)(0 30)
6. Justificacion y decision:

Como —1.645£ -1.41£ 1.645 No se rechaza H, y se concluye con un nivel de
significancia de 0.10 que la afirmacion del constructor es cierta.

Solucién por el otro método:

[P [(0.70)(0.30
p, =Pz, Tq =0.70+1.645, % =0.505y 0.894

Ho
H
« ——» M
Regién de Region de
rechazo Rechazo
a/2=0.05 a/2=0.05
Region de aceptacion

pL= 0.505 P=0.70 pL=0.894

Regla de decision:
Si 0.505£ pgrE 0.894 No se rechaza Ho
Sipr<0.505 6 si Zr > 0.894 Se rechaza H,

Como el valor del estadistico real es de 0.533 por lo tanto no se rechaza H, y se
llega a la misma conclusion.

5. Un fabricante de semiconductores produce controladores que se emplean en
aplicaciones de motores automovilisticos. El cliente requiere que la fraccidon
de controladores defectuosos en uno de los pasos de manufactura criticos no

sea mayor que 0.05, y que el fabricante demuestre esta caracteristica del
proceso de fabricaciébn con este nivel de calidad, utilizando a = 0.05. El
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fabricante de semiconductores toma una muestra aleatoria de 200
dispositivos y encuentra que cuatro de ellos son defectuosos. ¢ El fabricante
puede demostrar al cliente la calidad del proceso?

Solucioén:

1.

2.

Se trata de una distribucion muestral de proporciones.

Datos:

P=0.05

p = 4/200 = 0.02
n =200

a =0.05

Ensayo de hipétesis

> T
Hy P < 0.05 | am\ » Ho
Regién de
rechazo
a=0.05
Regién de aceptacion

I
Z,=-1.645 P=0.05

Regla de decision:
Si Zr?3 -1.645 No se rechaza Hg

Si Zr < -1.645 Se rechaza H,

Célculos:
ZR:p-P: 0.02- 0.05 . 1046
Pq f(0.05)(0.95)
n 200
Justificacion y decision:

Puesto que -1.946<-1.645, se rechaza H, y se concluye con un nivel de
significancia del 0.05 que la fraccién de articulos defectuosos es menor que
0.05.

Un disefiador de productos esta interesado en reducir el tiempo de secado de
una pintura tapaporos. Se prueban dos férmulas de pintura; la férmula 1 tiene
el contenido quimico estandar, y la formula 2 tiene un nuevo ingrediente
secante que debe reducir el tiempo de secado. De la experiencia se sabe
gue la desviacion estandar del tiempo de secado es ocho minutos, y esta
variabilidad inherente no debe verse afectada por la adicibn del nuevo
ingrediente. Se pintan diez especimenes con la formula 1, y otros diez con la
férmula 2. Los dos tiempos promedio de secado muestrales son 121 min y
112 min respectivamente. ¢ A qué conclusiones puede llegar el disefiador del
producto sobre la eficacia del nuevo ingrediente, utilizando a = 0.05?
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Solucién:
1. Se trata de una distribucidon muestral de diferencia de medias con desviacion
estandar conocida.

2. Datos:
S1=S,=8
X, =121min
X, =112min
ni=np= 10
a =0.05

3. Ensayo de hipétesis
Ho; m-my =0
Hi; m-m > 0 Se desea rechazar H, si el nuevo ingrediente disminuye el
tiempo promedio de secado, por eso se pone la diferencia mayor a cero o
sea positiva para poder probar que m €s menor que m.

AN » H;

Regién de
rechazo

H, <

a=0.05

Regién dg aceptacion

my-m=0 Z =1.645

4. Regla de decision:
Si zrE 1.645 no se rechaza H,.

Si zr> 1.645 se rechaza Ho.

5. Calculos:
ZR - (Xl- XZ)_ (”l' mz) - (121_ 112)- 0 =252
s/ s2 8> 8’
. 4 < - 4+
n n, 10 10

6. Justificacion y decision:
Puesto que 2.52>1.645, se rechaza H,, y se concluye con un nivel de
significancia de 0.05 que la adicién del nuevo ingrediente a la pintura si
disminuye de manera significativa el tiempo promedio de secado.



Solucion por el otro método:

2 2
(% - X)), =(m - rrlz)+21/s—l+s—1 =0+1.64
nl n2
Pa

-

Ho,

Region d

P aceptacion

Region de
rechazo

Regla de decision:

my.

Si (X, - X,)x£ 5.88 No se rechaza H,
Si(X, - X,)r >5.88 Se rechaza H,

Puesto que (X, - X,)z= 121-112 = 9 y este numero es mayor a 5.88 por lo tanto

se rechaza H,.

7. Se utilizan dos maquinas para llenar botellas de plastico con un volumen neto
de 16.0 onzas. Las distribuciones de los volumenes de llenado pueden
suponerse normales, con desviaciones estandar s;= 0.020 y s, = 0.025
onzas. Un miembro del grupo de ingenieria de calidad sospecha que el
volumen neto de llenado de ambas maquinas es el mismo, sin importar si

éste es 0 no de 16 onzas. De cada maquina se toma una muestra aleatoria
de 10 botellas. ¢ Se encuentra el ingeniero en lo correcto? Utilice a = 0.05

m=0

X, - X, =5.88

2

2
8— + 8— =5.88
10 10

H

a=0.05

MAQUINA 1 MAQUINA 2
16.03 16.01 16.02 16.03
16.04 15.96 15.97 16.04
16.05 15.98 15.96 16.02
16.05 16.02 16.01 16.01
16.02 15.99 15.99 16.00

Solucion:

1. Se trata de una distribucidon muestral de diferencia de medias con desviacion

estandar conocida.

2. Datos:
s1=0.020
s,=0.025

X, =16.015 Este dato se obtuvo calculando la media de los datos en la

maquina 1.



X, =16.005 Este dato se obtuvo calculando la media de los datos en la
magquina 2.

ni=n, =10

a=0.05

3. Ensayo de hipotesis
Ho; m-m» =0
Hi; m-m® O Sise cae en H, se podra probar que el volumen de llenado es el
mismo en las dos maquinas.

H, Ho
«—
Region de Region de
rechazo Rechazo
a/2 = 0.025 a/2 = 0.025
Region de aceptacion
Z,=-1.96 m. n}! =0 Z,=1.96
4. Regla de Decision:
Si—1.96£ Zr£ 1.96 No se rechaza H,
SiZr<-1.96 6si Zr > 1.96 Se rechaza H,
5. Calculos:
X - X,)- - - _
z, :( - X,)- (m-m,) _ (16.015- 16.005) - O — 0,987
sf, s} \/0.0202 , 0.025°
n n, 10 10

6. Justificacion y decision:

Como —1.96£ 0.987£ 1.96 entonces no se rechaza H, y se concluye con un nivel
de significancia de 0.05 que las dos maquinas tienen en promedio la misma
cantidad de llenado.

Solucion por el otro método:

o s2 s? J 0.020>  0.025
-X,), = - tz|[—+— =0£1.96 + =-0.019y 0.019
(% - %), =(m - m,) n T, 0 0 y
Ho
Hy

« -

Region de Region de

rechazo Rechazo

al/2 =0.025 a/2 = 0.025
» Region de aceptacion

(%- %) =-0019 mMm=0 (% -X,)=0019



Regla de decision:
Si—0-019£(X, - X,)z£ 0.019 No se rechaza H,

Si (% - X,)g<-0.019 6 (X - X,),> 0.019 Se rechaza H,

Como (X - X,)s= 16.015 — 16.005 = 0.01, entonces cae en la region de
aceptacion y no se rechaza Ho.

8. Existen dos tipos de plastico apropiados para su uso por un fabricante de
componentes electrénicos. La tension de ruptura de ese plastico es un
parametro importante . Se sabe que s1=s,= 1.0 psi. De una muestra aleatoria
de tamafio 10 y 12 para cada plastico respectivamente, se tiene una media
de 162.5 para el plastico 1 y de 155 para el plastico 2. La compafiia no
adoptara el plastico 1 a menos que la tension de ruptura de éste exceda a la
del plastico 2 al menos por 10 psi. Con base a la informacién contenida en la
muestra, ¢la compafia debera utilizar el plastico 1? Utilice a = 0.05 para
llegar a una decision.

Solucién:
1. Se trata de una distribucidon muestral de diferencia de medias con desviacion
estandar conocida.

2. Datos:
$1=S,= 1.0 psi
X, =162.5ps
X, =155ps
n;=10
n=12
a =0.05

3. Ensayo de hipétesis

Ho; m-m = 10
Hi; m-m > 10 Se desea rechazar H, si la media del plastico 1 supera a la
media del plastico 2 en por lo menos 10 psi.

AN, » H;

Region de
rechazo

a=0.05

Regién d¢ aceptacion

m;-m=10 Z =1.645



4. Regla de decision:
Si zr£ 1.645 no se rechaza H..

Si zr> 1.645 se rechaza Ho.

5. Céalculos:
X - X,)-
7 = (%) (M-m) _(1625-155)-10_ o,
s’ s} .
1472 -+
n n, 10 12

6. Justificacion y decision:
No existe evidencia suficiente para apoyar el uso del plastico 1 ya que
—5.83£ 1.645, por lo tanto no se rechaza H,.

Solucion por el otro método:

2
(% - %), =(m - m)+2z n— n—=10+16451/ +1——107o

H < AN H;
o Region de
rechazo
a=0.05

Reqioén dé aceptacion

mm=10 g - X, =10.70

Regla de decision:
Si (X, - X,)z£ 10.70 No se rechaza H,

Si(X, - X,)g > 10.70 Se rechaza H,

Puesto que (X - X,),=162.5-155 = 7.5 y este numero es no es mayor a 10.7 por
lo tanto no se rechaza Ho.

9. Se evallan dos tipos diferentes de soluciones para pulir, para su posible uso
en una operacion de pulido en la fabricacidén de lentes intraoculares utilizados
en el ojo humano después de una cirugia de cataratas. Se pulen 300 lentes
con la primera solucion y, de éstos, 253 no presentaron defectos inducidos
por el pulido. Después se pulen otros 300 lentes con la segunda solucién, de
los cuales 196 resultan satisfactorios. ¢ Existe alguna razén para creer que
las dos soluciones para pulir son diferentes? Utilice a = 0.01
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Solucion:
1. Se trata de una distribucion muestral de diferencia de proporciones.

2. Datos:
p1=253/300=0.8433
p2=196/300= 0.6533

ni=n, = 300
3. Ensayo de hipdtesis:
Ho; Pl‘PZ = O H
o}

Hi; P1-P21 O Hy H
«—— -
Region de Regién de
rechazo Rechazo

a/2 = 0.005 a/2 = 0.005
Reqién de aceptacion

Z,=-2575 Pi. |P2 =0 Z,=2575

4. Regla de Decision:
Si—2.575£ Zr£ 2.575 No se rechaza H,

SiZr<-257506siZr > 2.575 Se rechaza H,

5. Célculos:
ZR — (pl' pz)' (Pl B Pz)
n n,

En esta férmula se puede observar que en el denominador se tienen a las
proporciones poblacionales o sea los parametros, los cuales no se conocen,
por lo que en el ensayo de hipoétesis la formula para poder calcular la Z&
cambia, estimando a el parametro comun P de la siguiente forma:

X, +X, , . +n
P: 1 2 Oblen P: nlpl 2p2
nl+n2 n1+n2

Entonces la férmula de Zgr quedaria de la siguiente manera:

(pl' pz)' (Pl' Pz)

\/ &l 160
Pq§—+—:
n ng

Zy =



Se calculard el valor de P:
p= X, +X, 253+196

= = =0.7483
n,+n, 300+300
z. = (P.- P,)-(P-P) _ (0.8433- 06533 - 0 _ ¢
&l 10 el 16
el 0.7483)(0.2517) 0= + —~+
JPq o +n23 J( )( )3300 300,

6. Justificacion y decision:
Puesto que 5.36>2.575, se rechaza la hip6tesis nula y se concluye con un
nivel de significancia de 0.01 que los dos fluidos para pulir son diferentes.

10.Se tomara el voto entre los residentes de una ciudad y el condado
circundante para determinar si se debe construir una planta quimica
propuesta. El lugar de construccién esta dentro de los limites de la ciudad y
por esta razon muchos votantes del condado consideran que la propuesta
pasara debido a la gran proporcion de votantes que favorecen la
construccion. Para determinar si hay una diferencia significativa en la
proporcion de votantes de la ciudad y votantes del condado que favorecen la
propuesta, se realiza una encuesta. Si 120 de 200 votantes de la ciudad
favorecen la propuesta y 240 de 500 residentes del condado también lo
hacen, ¢estaria de acuerdo en que la proporcion de votantes de la ciudad
gue favorecen la propuesta es mas alto que la proporcion de votantes del
condado? Utilice un nivel de significancia de 0.025.

Solucion:
1. Se trata de una distribucion muestral de diferencia de proporciones.

2. Datos:
p1=120/200= 0.60
p2 = 240/500=0.48

n, =200
n, = 500
3. Ensayo de hipotesis:
Ho; P1-P2=0
Hi; P1-P2>0
Y Region de
rechazo
a =0.025

Regién dg aceptacion

Pl_P2:O Z|_ =1.96
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4. Regla de decision:
Si zr£ 1.96 no se rechaza H,.

Si zr> 1.96 se rechaza H,.

5. Calculos:
Se calculara el valor de P:

P:X1+X2—120+240— :x1+x2:120+240_051

= =051P =
n,+n, 200+500 n +n, 200+500
ZR — (pl B pz) B (Pl - PZ) — (060- 048) -0 =29
&l 10 el 106
—+—3 0.5)(0.49) C—+—=+
Jpq i J( 1049500 * 500,

6. Justificacion y decision:
Puesto que 2.9>1.96, se rechaza la hipoétesis nula y se concluye con un nivel
de significancia de 0.025 que la proporcién de votantes de la ciudad a favor
de la propuesta es mas alta que la proporcién de votantes del condado.

Uso de valores P paralatomade decisiones

Al probar hipdtesis en las que la estadistica de prueba es discreta, la region
critica se puede elegir de forma arbitraria y determinar su tamafo. Si a es
demasiado grande, se puede reducir al hacer un ajuste en el valor critico. Puede
ser necesario aumentar el tamafio de la muestra para compensar la disminucién
gue ocurre de manera automatica en la potencia de la prueba (probabilidad de
rechazar H, dado que una alternativa especifica es verdadera).

Por generaciones enteras de andlisis estadistico, se ha hecho costumbre elegir
un nivel de significancia de 0.05 6 0.01 y seleccionar la region critica en
consecuencia. Entonces, por supuesto, el rechazo o no rechazo estricto de H,
dependera de esa region critica. En la estadistica aplicada los usuarios han
adoptado de forma extensa la aproximaciéon del valor P. La aproximacion se
disefia para dar al usuario una alternativa a la simple conclusion de “rechazo” o
“no rechazo”.

La aproximacion del valor P como ayuda en la toma de decisiones es bastante
natural pues casi todos los paquetes de computadora que proporcionan el
célculo de prueba de hipotesis entregan valores de P junto con valores de la
estadistica de la prueba apropiada.

Un valor P es el nivel (de significancia) mas bajo en el que el valor
observado de la estadistica de prueba es significativo.
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El valor P es el nivel de significancia mas pequefio que conduce al rechazo
de la hipétesis nula Ho.
El valor P es el minimo nivel de significancia en el cual H, seria rechazada
cuando se utiliza un procedimiento de prueba especificado con un conjunto
dado de informacién. Una vez que el valor de P se haya determinado, la
conclusion en cualquier nivel a particular resulta de comparar el valor P con
a:

1. Valor P £ a b rechazar H, al nivel a.

2. Valor P >a b No rechazar H, al nivel a.

Ensayo Unilateral Derecho:

Valor P

Zr 6 calculada

Ensayo Unilateral Izquierdo:

Valor P

Z=0
Zr 6 calculada

Ensayo Bilateral:

Valor P = Suma delas dos areas

ZRr, -Zg calculadas
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Ejemplos:

1. Calcular el valor de P para el primer ejemplo de ensayo de hipétesis en
donde se queria probar que la edad media de los habitantes de Estados
Unidos es superior a 70 afios.

Solucion:
1. Ensayo de hipotesis

Ho; m= 70 afios.
Hi; m> 70 afos.

AN . Hl
Region de
rechazo

a=0.05

Regidén dg aceptacion

m=70 Z =1.645

2. Regla de decision:
SiP£ 0.05 se rechaza H..

Si P >0.05 No se rechaza H,.

3. Calculos:

_Xg-m_718- 70 _

AR

Esta es el valor de Z que se utilizara para calcular el valor de P, como es un
ensayo unilateral derecho se calculara el area a la derecha de este valor.

V4 2.02

Valor P =0.0217

Z=0

4. Justificacion y decision: Zr=2.02

Como el valor de P es 0.217 y es menor al valor del nivel de significancia de
0.05 por lo tanto se rechaza H),, y se concluye que la edad media de los
habitantes es mayor a 70 afos.

2. Calcular el valor de P para el ejemplo 7 de esta seccién en donde se tiene
dos maquinas y se quiere ver si tienen la misma cantidad promedio de
llenado en las botellas de plastico.

Solucion:
1. Ensayo de hipotesis
Ho; m-m» =0
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Hi; m-m® O Sise cae en H, se podra probar que el volumen de llenado es el
mismo en las dos maquinas.

Ho
Hi
“«— —
Region de Region de
rechazo Rechazo
al/2 =0.025 a/2 = 0.025
Region de aceptacion

Z,=-1.96 m. n}! =0 Z,=1.96

2. Regla de Decision:
SiP£ 0.05 Se rechaza H,

Si P > 0.05 No se rechaza H,

3. Célculos:
7 - (%~ %)- (M- m) _ (16.015- 16.005)- 0 _ o0
sf, s} \/0.0202 , 0.0257
n n 10 10

Como este es un ensayo bilateral se procedera a calcular el valor de P mediante
el valor de la Zg, positiva y negativa y luego se sumaran las areas.

Valor P =0.1618 + 0.1618 = 0.3236

Zr =-0.987 Zgr =0.987
Como el valor de P es mayor al de a, se no se rechaza Hyp, y se concluye que las
magquinas tienen el mismo llenado promedio.

3. Se afirma que un automoévil se maneja en promedio mas de 20,000
kilbmetros por afio. Para probar esta afirmacion, se pide a una muestra de
100 propietarios de automaviles que lleven un registro de los kilbmetros que
viajen. ¢ Esta de acuerdo con esta afirmacion si la muestra aleatoria tiene un
promedio de 23,500 kilbmetros y una desviacion estandar de 3900
kilbmetros? Utilice un valor P para su conclusion.

Solucion:
En este ejercicio no nos manejan ningun valor de a, por lo que se procedera a

plantear el ensayo y luego calcular z para poder conocer el valor de P y llegar a
una conclusion.
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1. Ensayo de hipétesis
Ho; m= 20,000 kilémetros.
Hi; m> 20,000 kildmetros.

2. Calculos:
7. = xSR -m_ 2335;)(())0- 20000 _g8.97
/ Jn / J100
3. Decision.

Se observa que este valor de Z es muy grande, ni siquiera se encuentra en la
tabla, entonces quiere decir que el area a la derecha de ese valor es cero y
este seria el valor de P, por lo que no apoya a la hipotesis nula y se
concluye que los automoéviles se manejan en promedio mas de 20,000
kilbmetros por afio.

4. Se estudia la fraccién de circuitos integrados defectuosos producidos en un
proceso de fotolitografia. Para ello se somete a prueba una muestra de 300
circuitos, en la que 13 son defectuosos. Utilice los datos para probar
Ho: P=0.05 contra Hi: P* 0.05. Utilice un valor de P para su conclusion.

Solucién:
1. Ensayo de hipotesis

Ho; P =0.05

Hi; P1 0.05
2. Caélculos:

_Pp- P_ 0.043- 0.05 . 053
Pq /(O 05)(0.95)
300
Valor P =0.298 + 0.298 = 0.596
ZR =-0.53 ZR =0.53

3. Decision:

Este valor de P de 0.596 es muy grande por lo que se concluye que la
fraccion defectuosa de circuitos integrados es de 0.05, o sea no se rechaza
Ho.
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ERROR TIPO 1l 6D

Al evaluar un procedimiento de prueba de hipétesis, también es importante
examinar la probabilidad del error tipo Il, el cual se denota por b. Esto es,

b = P(error tipo Il) = P(aceptar Ho/ H, es falsa)

Para calcular b se debe tener una hipétesis alternativa especifica; esto es, debe

tenerse un valor particular del parametro. Por ejemplo, supdéngase que es
importante rechazar la hipdtesis nula Hy,: m= 50 cada vez que la rapidez

promedio de combustion mes mayor que 52 cm/s o menor que 48 cm/s. Para
ello, puede calcularse la probabilidad b de un error tipo Il para los valores m= 52
y m= 48, y utilizar este resultado para averiguar algo con respecto a la forma en
gue se desempefara la prueba. De manera especifica, ¢como trabajara el

procedimiento de prueba si se desea detectar, esto es, rechazar H,, para un
valor medio de m= 52 6 m= 48? Dada la simetria, s6lo es necesario evaluar uno

de los dos casos, esto es, encontrar la probabilidad de aceptar la hipétesis nula
Ho: m= 50 cuando el valor verdadero es m=52.

Para hacer este calculo se tendra un tamafio de muestra de 10 y una desviacion
estandar de la poblacion de 2.5 cm/s. Ademas se evaluara el error tipo Il con un
nivel de significancia de 0.06.

Ho: m=50
Hi: m? 50

Como ya sabemos se trata de un ensayo bilateral por lo que se tendra que
calcular el valor del estadistico X, de la siguiente manera:

%, = me 25 —5gy E88)(29) _ 4oy y 51.48
Jn J10
Para facilitar los calculos se redondearan estos nimeros a 48.5y 51.5
Ho
Hy
«— e
Region de Regién de
rechazo Rechazo
a/l2 =0.03 aj2 =003
Regién de aceptacion

I
X =485 m=5 ¥ =515

Para poder comprender mejor el calculo del error tipo Il se delimitara el area de
la region de aceptacion con dos lineas ya que es bilateral y se evaluara la
probabilidad de caer en esa area cuando la media tiene un valor de 52 y de 48.
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Ho

H
1 - | -, Hy
Regién de Region de
rechazo Rechazo
a/2=0.03 a/2 =0.03
Reaion de aceptacion
I
X =485 m=5% g |=515 ,=485-92_ 13
27 '
b =0.2643 / \/E
,-515-52_ o

27

ﬂ V10

N\ _
m= 52 485- 48
b =0.2643 z=——=0.63

27

V10

\ z:51'5_48:4.43

N 25/

J10

m= 48
Como se puede observar en cada calculo del valor b se tuvieron que evaluar los
dos valores de z. En el primer calculo de b se tiene un valor de z=-4.43, esto
quiere decir que no existe area del lado izquierdo del 48.5, por lo que b sélo sera
el area que corresponda a la z=-0.63. Lo mismo pasa con el segundo célculo de
b. Como las medias de 52 y 48 son equidistantes del 50 por este motivo los
valores del error tipo Il son los mismos.
En caso que no estén equidistantes se tienen que calcular por separado y
calcular los valores correspondientes de z porque en ocasiones se tiene un area
gue no esta dentro de la regidén de aceptacion, la cual no se tiene que tomar en
cuenta para evaluar al error tipo Il.
A continuacion se procederd a generar algunas curvas caracteristicas de
operacion para evaluar al error tipo Il, entre mas se aleja el valor verdadero de la
media de la media de la hip6tesis nula, menor es la probabilidad del error tipo Il
para un tamafo de muestra y nivel de significancia dadas. A medida que el
tamafio de la muestra aumenta la probabilidad de cometer el error tipo Il
disminuye. Esto se observara en los ejercicios siguientes.

Ejemplos:
1. Generar una curva caracteristica de operacién para el ejercicio numero 1 de

la seccion de ensayo de hipotesis con las siguientes medias supuestas:
m= 705, 71, 71.5, 72, 72.5, 73, 73.5, y 74.
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2. Datos:
m=70 afnos

s = 8.9 afios
X =71.8 afnos

n =100
a =0.05
3. Ensayo de hipotesis
Ho: m= 70 afios. oo AN —P» H,
Hi; m> 70 afos. o Region de
rechazo
a=0.05
Regién dg aceptacion

m=70 Z, =1.645
Se calculara el estadistico limite:

_ Zs _, (1645(89)

X, =m+—= =70+ =7146
- Jn J100
N —> h,
Ho Regién de
rechazo
a=0.05
Regién d¢ aceptacion -
m="70 )
_ 724;6- 70.5 ~108
/100
zZ= M =0.517

5




b=0.4824

7= 71.46- 715

"""

\

m= 715

71.46- 72
z=—————=

b=0.1214
/

71.46- 72.5
z=—————"=

m= 725

71.46- 73
z=———=

b=10.0418
¥
b=0.011

,_7146- 735 _

b=0.0021

m=

71.46- 74
z=————=

m= 74

=-0.044

AT

=-0.606

WAL

=-1.168

WA

=-173

WA

-2.29

WA

=-285

WAL
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CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION

0 ; P
0.8 90,8599

0.7 oo
. wqu
0.6
0.5 0.4824
0.4 =

0.3 02752
0.2 b

0:1 \01714

= all e N NN
T T T T T T T O.OLT 9O U0ZT

70 705 71 715 72 725 73 735 74 745

Probabilidad error tipo Il

Valor de la media

En la mayoria de los libros de estadistica existen las curvas caracteristicas de
operacion para diferentes tamafios de muestra y éstas se proporcionan tanto
paraa = 0.05 como paraa = 0.01 (son las mas comunes). Para poder utilizar las

curvas se define un parametro llamado d, que estandariza para cualquier valor
demys:

G_Im-m

S S

Si se quisiera consultar en un libro, ¢ cual es la probabilidad de cometer el error
tipo Il 6 b cuando la media verdadera es de 72?; se tendria que calcular el valor

de d y buscar en las curvas la que pertenezca a un tamafio de muestra de 100
con una = 0.05.

Este valor se encuentra en el eje de las x. Si se transforma la curva
caracteristica de operacion con el valor de d quedaria de la siguiente manera:
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CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION

2 %8599

£ 08 '

S \@974

5 0.6

e \Q.4824

s 04

5 0o \Q2722

s 214

o 0 T T T 21
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Se comento6 anteriormente que si el tamafio de la muestra aumenta los dos tipos
de errores a y b disminuyen. Para probar esto y especificamente en lo que se
refiere al error tipo Il se realizard el ejercicio anterior suponiendo que en lugar de
tener 100 personas, el tamafo de la muestra aumenta a 150 personas.

Se calculara el estadistico limite:

X, = m+Z'_S =70+ (1.645)(8.9)

— =712
Jn J150
H < AN » H,
0 Region de
rechazo
a=0.05
Regién d¢ aceptacion
m=70 X =y1.2
2= 112105 _ gop;
/ V150




71.2- 71
z=—"—"——

71.2- 71.5
z=————"=

m= 715

71.2- 72
z=—"———=

/I s
m=72.
b=0.0067
A/
m=
b=0.0007

=0.275

WA

=-0412

AT

=-110

WA

71.2- 725
z=—————"=

=179
8.9
/ 150

5

\ z=;1€'92'73:-2.47
VAT

73

m=7

zZ= w =-3.16
/Vl50
35
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——n=100

—8—n=150

CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION

1

= 0.9 ‘\\\‘\\

o

g— 0.8 \

5 0.7 ‘\

= 0.6 \

(O]

- 0.5 \\

S 04

S 0.3 L\ \\

302

° u N

& 0 .y, . |
0 T T T T T
70 705 71 715 72 725 73 735 74 745

Valor de la media

3. Generar una curva caracteristica de operaciéon (CCO) para el ejercicio 5 de
ensayo de hipétesis. Suponer los siguientes valores de P; 0.04, 0.03, 0.025,
0.02 y 0.01. Enseguida se proporciona la informacion necesaria para realizar

la CCO:

Datos:

P=0.05

p = 4/200 = 0.02
n =200
a=0.05

Ensayo de hipétesis

Ho; P =0.05 H,
Hi; P <0.05
Solucioén:

-«
Region de
rechazo
a=.0.05
y Regién de aceptacion
|
Z, =-1.645 P=0.05

Se procedera a calcular el estadistico limite py:

P : .
p =P- z,/_q =0.05- 1.6451/M =0.0246
n 200
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zZ= =-

7z=_— - =.

(0.03)(0.97)
V200

_ 0.0246 - 0.025 —.0036 b=0.5143
(0.025)(0.975)
200
P =|0.025
L2
. b=0.3213
;= 0.0246- 0.02 — 0.464
(0.02)(0.98)
200 \
N
P=0.02
= 0.0246- 0.01 _ \ b=0.0189

%

.01



En una distribucién muestral de proporciones, para graficar la CCO, se necesita
calcular el valor de np, que es el que ira en el eje de las x para estandarizar la
curva.

CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION

__—0%5
8-2 ~_*0.8665
0.7 ~_*0.6725
0.6 /

0.5 0-5143

0.4

03T~ 93283
0.2

Probabilidad error tipo Il

np

4. Genere un CCO para el ejercicio numero 6 de la seccion anterior. Suponga
las siguientes diferencias de medias: m-m=2,4,6,7,9, 12y 14,
Datos:

S1=S,=8
X, =121min
X, =112min
ni=n,=10
a =0.05
Ensayo de hipétesis
Ho, m-m =0
Hy; m-m >0
< AN —— > H,
Ho Region de
rechazo
a=0.05

Regién dg aceptacion

m;.m=0 Z =1.645

- s? s} g2 g2
- %), =(m - +z/—+—=0+1.645/—+—=5.88
(% - X)) =(m-m,) n T, 1010



H0 « AN —» Hq

Region de
rechazo

a =0.05

Region de aceptacion

mm=0 (|- X,), =588

my-m=4

vvvvv

m;-m=6

my.m=7

b=0.1913

m;-n=9



5.88- 12
b=0.0432 Z= —82 82 =-1714
P B
EV 10 10
/¥«
m;.m=12
= o>88-14 =.2274
b=0.011 82 N 82
10 10
m;.m=14

Para graficar la curva se utilizara el valor de d, el cual para una distribucion
muestral de diferencia de medias tiene la siguiente férmula:

m-m|

d= =
Jsi+s? Jsi+s?
CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION
= 1ty
o 0.9 U\H\RFH?
2 0.8 N
5 0.7 8J
= 0.6
5 05 %5.4868
T 04 *a.3768
5 0.3
§ 0.2 02013
° 0.1
D— 0 T T T T T U. USOKE 0011
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
d

En los libros de estadistica lo que se acostumbra en algunos de los ejercicios es
preguntar sélo un punto de la CCO, por lo que a continuacion se resolveran dos
problemas tipo.

5. Se require que la tension de ruptura de un hilo utilizado en la fabricacion de
material de tapiceria se al menos de 100 psi. La experiencia ha indicado que
la desviacion estandar de la tension de ruptura es de 2 psi. Se prueba una



muestra aleatoria de nueve especimenes, y la tensién de ruptura promedio
observada en ella es de 98 psi. ¢Cual es la probabilidad de aceptar la
hipotesis nula con un a = 0.05 si la tensién promedio de ruptura verdadera de

la fibra es 104 psi?

Solucion:

Ensayo de hipétesis:
Ho; m= 100

Hi; m> 100

Se calcula el estadistico limite:

_ Zs (1.645)(2)
X, =m+——=100+——>-=101.09
- Jn J9
N\ —>
Ho Region de
rechazo
a=0.05
Regién d¢ aceptacion
m=100 % =101.09
z= 10;'—100 =6.32
b=0 //E
m= 104

6. Del ejercicio numero 7 de la seccion anterior encontrar el error tipo Il 6 b
suponiendo que la diferencia verdadera entre las medias de las maquinas es

fe 0.03

Datos:
s1=0.020

S»=0.025
% =16.015
X, =16.005
n=n, =10
a =0.05
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Solucion:
Ensayo de hipétesis

Ho; m-m =0
Hi;m-m?t 0
(%- %) =(m-m)sz|5t+3% —O+196J0'0202 + 0025 _ 6019y 0.010
AT ) =M M) = n n, 10 10 ' '
Hy Ho
<« I
Regién de Regién de
rechazo Rechazo
al2 = 0.0256 a/2 = 0.025
Region de aceptacion
o |
(% - %)=-0019 mm=0 (X -X,)=0.019
- 0.019- 0.03
b=0.1387 = =-4.83
' J 0.020° , 0.025°
\ 10 10
7
m;.n=0.03
__0019-003 _ oo
Jo.ozo2 , 0025’
10 10

Por ser bilateral se calcularon dos valores de z, y como se puede observar del
lado izquierdo de —0.019 ya no se encuentra area, por lo que el error tipo Il s6lo
sera el area a la izquierda del valor de la diferencia del estadistico limite 0.019.

Problemas propuestos

En un estudio para estimar la proporcion de residentes de cierta ciudad y sus

suburbios que estan a favor de la construccion de una planta de energia
nuclear, se encuentra que 63 de 100 residentes urbanos estan a favor de la
construccion mientras que soOlo 59 de 125 residentes suburbanos la
favorecen. ¢Hay una diferencia significativa entre la proporcion de residentes
urbanos y suburbanos que favorecen la construccién de la planta nuclear?
Use un valor de P para su conclusién.

Una compafiia petrolera afirma que un quinto de las casas en cierta ciudad

se calientan con petréleo. ¢ Tenemos razon en dudar de esta afirmacion si,
en una muestra aleatoria de 1000 casas en esta ciudad, se encuentra que
136 se calientan con petréleo? Utilice un nivel de significancia de 0.01.



. Se sabe que la duracién, en horas, de un foco de 75 watts tiene una

distribucion aproximadamente normal, con una desviacion estandar de 25

horas. Se toma una muestra aleatoria de 20 focos, la cual resulta tener una

duracién promedio de 1014 horas.

a) ¢Existe evidencia que apoye la afirmacion de que la duracion promedio
del foco es mayor que 1000 horas? Utilice una = 0.05.

b) ¢Cual es el valor P para la prueba?

c) ¢Cual es el valor de b para la prueba del inciso a) si la verdadera
duracion promedio del foco es de 1050 horas?

. Se estudia la tasa de combustion de dos propelentes solidos utilizados en los
sistemas de escape de emergencia de aeroplanos. Se sabe que la tasa de
combustion de los dos propelentes tiene aproximadamente la misma
desviacion estandar de 3 cm/s. Se prueban dos muestras aleatorias de 20
especimenes cada una, obteniéndose medias de 18 y 24 cm/s
respectivamente.

a) Pruebe la hipdtesis de que los dos combustibles solidos tienen la misma

rapidez promedio de combustién. Utilice un a = 0.05.
b) ¢Cuédl es el valor de P de la prueba?
c) ¢Cuadl es el valor de b para la prueba del inciso a) si la verdadera

diferencia en la rapidez promedio de combustién es 2.5 cm/s?

Un articulo publicado en Fortune afirma que casi la mitad de todos los

ingenieros continlan sus estudios académicos después de obtener la

licenciatura. Un articulo publicado en Engineering Horizons indica que 117 de

484 recién graduados planean continuar sus estudios.

a) ¢Los datos publicados en Engineering Horizons son consistentes con los
publicados en Fortune?

b) Encuentre el valor de P de la prueba.

En un invierno con epidemia de gripe, una compafiia farmacéutica bien
conocida estudié 2000 bebes para determinar si la nueva medicina de la
compafiia era efectiva después de dos dias. Entre 120 bebes que tenian
gripe y se les administré la medicina, 29 se curaron dentro de dos dias. Entre
280 bebés que tenian gripe pero que no recibieron la medicina, 56 se curaron
dentro de dos dias. ¢Hay alguna indicacion significativa que apoye la
afirmacion de la compaiiia de la efectividad de la medicina? Calcule el valor
P.

. Se lanza 20 veces una moneda, con un resultado de cinco caras. ¢Esta es
suficiente evidencia para rechazar la hipotesis de que la moneda esta
balanceada a favor de la alternativa de que las caras ocurren menos de 50%
de las veces.? Realice la prueba con un nivel de significancia de 0.03 y cite
un valor P.



8.

Se supone que los neuméticos para automévil de cierto tipo recién
comprados deben llenarse a una presion de 30 Ib/pulg?. Se representa con m
el verdadero promedio de presion. Encuentre el valor P asociado con cada
valor del estadistico z dado para probar Hy; m=30 contra H;; mt 30.

a)2.10 b)-1.75 c) —0.55 d) 1.41 e)-5.3

Se realizd un experimento para comparar la resistencia a la fractura del acero
con niquel maragizado, con el acero de pureza comercial del mismo tipo.
Para 32 especimenes, la resistencia promedio muestral fue de 65.6 para el
acero de alta pureza, mientras que se obtuvo una media muestral de 59.8 en
38 especimenes del acero comercial. Debido que el acero de alta pureza es
Mmas costoso, su uso para cierta aplicacion puede justificarse soOlo si su
resistencia a la fractura excede la del acero de pureza comercial en mas de
5. Suponga que ambas distribuciones de resistencias son normales.

a) Sise supone que s; = 1.2y s, = 1.1, pruebe las hipdtesis pertinentes

usando a = 0.001.
b) Calcule b para la prueba del inciso anterior cuandom- m = 6.

10.Se cree que la portada y la naturaleza de la primera pregunta de encuestas

por correo influyen en la tasa de respuesta. Un articulo probo esta teoria al
experimentar con diferentes disefios de portadas. Una portada sencilla, y la
otra utilizo la figura de un paracaidista. Los investigadores especularon que la
tasa de devolucién seria menor para la portada sencilla.

Portada NUmero de envios NUumero de devoluciones
Sencilla 207 104
Paracaidista 213 109

COoNoURLOME

¢Esta informacion apoya la hipétesis de los investigadores? Haga la
prueba con un nivel de significancia de 0.10, calculando primero un valor
P.

Respuesta a los Problemas propuestos
z=2.40; si, P=0.01
P<0.0001; concluir que menos de 1/5 de las casas se calientan con petréleo.
a) z = 2.50; se rechaza H, b) P =0.0062 c)0
a) Se Rechaza H,, z=-6.32 b)0 ¢)0.248
a) Se rechaza H,, z=-11.36 b)valorP =0
No se rechaza H,, z=0.93, valor de P =0.1762
Rechazar H,. Valor P = 0.0207
a) 0.0358 b) 0.0802 c)0.5824 d)0.1586 e)0
a) z=2.89, no se debe usar el acero de alta pureza o se no se rechaza H.
b) 0.2981

10.Valor P =0.4247, no se rechaza Ho.




